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1. Ecuatii diferentiale de ordinul 1 1

Capitolul 1. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL 1

1.1. Consideratii teoretice

Se numeste ecuatie diferentiala ordinara cu o functie necunoscuta
de n ori derivabild y: I — R, I interval, o relatie

F (x 3%, (9, ., ¥"(x) = 0
n
intre variabila independenta x si y(x), y’(x) = Q, " (x) = 4y
dx dx"
unde F: D »R, D cR™
Relatia se mai scrie
Fx, v,y ..., y")=0
si se numeste forma implicita a ecuatiei diferentiale.

Daca relatia de definitie reapare derivata de ordinul » a functiei y,
aceasta fiind derivata de cel mai mare ordin efectiv prezenta, se spune ca
este o ecuatie diferentiald de ordinul ».

O functie f: I - R, I R, de n ori derivabila pe I pentru care

F, (%), L), -, f7 () = 0
se numeste solutie a ecuatiei diferentiale.

Daca solutia y = f{x) a ecuatiei diferentiale se reprezinta grafic in
planul xOy, curba obtinutd se numeste curba integrala a ecuatiei
diferentiale. Determinarea tuturor solutiilor unei ecuatii diferentiale se
numeste integrarea ecuatiei.

De multe ori ecuatia diferentiald se poate scrie sub forma

Y6 = o, y(x), v’ (), ..., Y (%),

¢: D; > R, D; cR™. Aceasta se numeste forma normald sau explicitd a
ecuatiei diferentiale.
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In multe probleme practice este necesard determinarea unei solutii
a unei ecuatii diferengiale, care indeplineste anumite conditii date, numite

Problema rezolvarii ecuatiei date stiind ca in punctul x, e/ avem
» » -1 -1
Y(x0)) =0, ' (%) =yo's .., Y () =y
se numeste problema lui Cauchy relativa la ecuatia diferentiala.

Ecuatiile diferentiale a caror rezolvare se reduce la calculul catorva
integrale definite se numesc ecuatii integrabile prin cuadraturi.

Vom trata 1n acest capitol ecuatiile diferentiale de ordinul 1
integrabile prin cuadraturi, impreuna cu metodele lor de integrare.

1.1.1. Ecuatii cu variabile separabile

Ecuatiile diferentiale de forma
d
= I
X

in care functiile f- [a;, b;] — R si g: [a, b,] — R sunt integrabile, se
numesc ecuatii diferentiale cu variabile separabile.

Se separd variabilele Tn membri diferiti dupa cum urmeaza:
d
= fx)dx
g(y)
si prin integrare se obtine

I o0) IO f(s)ds.

unde xp, xe/ a;, b; ] siy, yoelas, b,].
Notand:
- dt

G(y) = o(1)  F(x) = ff(S)dSSIWX y) = GW) - F(x),
y()

solutia ecuatiei va fi definita implicit prin relatia:
o(x, y) = 0.
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1.1.2. Ecuatii diferentiale omogene
Ecuatiile diferentiale de forma
y =%y

unde f este functie omogena 1n x si y se numesc ecuatii diferentiale
omogene.

O functie /> R®— R este omogend in x si y daca pentru orice teR
are loc relatia

Jix, ) = fix, ).

Pentru rezolvare se transforma ecuatia datd in

Y =f1=)
X
si se substituie apoi
u="2.
X
Se obtine o ecuatie cu variabile separabile.
du 1
— = —[ o) —u],
dx x
unde s-a notat
o(u) = f(1, u),

¢ fiind considerata continua pentru u €/a, f].

Dacd gp(u) —u #01n [o, f], adica x f(x,y) —y #0, rezulta:
Lf dt _ < ds Yo X

- — U= —, U=

De aici se obtine u si apoi solutia ecuatiei omogene date.

1.1.3. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1
Ecuatiile diferentiale de forma
V' Py =0

unde P, Q:/a, b] - R sunt functii continue, se numesc ecuatii diferentiale
liniare de ordinul 1.
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Dacd Q(x) = 0, atunci ecuatiile se numesc liniare omogene. Cand
O(x) #0, ecuatiile se numesc /iniare neomogene.

Solutiile generale sunt date de relatia

t X
[ P(s)ds - [P(t)dt

yix)=[C+ I O(t )e™ dt Je 0 , C constant.
x)

1.1.4. Ecuatii diferentiale de tip Bernoulli
Ecuatiile diferentiale de forma
y'+ P(x)y = 0(x)y"

in care P, Q:/a, b]— R sunt functii continue pe domeniul lor de definitie,
1ar a € R se numesc ecuatii diferentiale de tip Bernoulli.

Pentru o = 0 sau a = [ ecuatiile devin liniare. Vom trata in
continuare cazurile a =0, o # 1.

Evident, functia constantd y = 0 este o solutie a ecuatiei. Fie z o
solutie pozitiva a ecuatiei date pe un interval [a;, b,/ < [a, b].

Se face schimbarea de functie

ux) = [z(x)]" "

si se obtine ecuatia diferentiald liniard de ordinul 1:

u’'(x) + (1 = a)Pxulx) = (1 - )Q(x).

1.1.5. Ecuatii diferentiale de tip Riccati

Ecuatiile diferentiale de forma

¥’ =Py’ + Oy + R(x)

unde P, O, R:[a, b]— R sunt functii continue pe /a, b] se numesc ecuatii
diferentiale de tip Riccati.

In general, ecuatia diferentiala de acest tip nu se poate integra prin
cuadraturi. In cazul in care se cunoaste o solutie particulard z = z(x) se
face schimbarea de functie

L

y(x) =z(x) + in)



1. Ecuatii diferentiale de ordinul 1 5

Dupa substitutiile adecvate, functia u se va determina din ecuatia
diferentiald liniara

u’'(x) + [2P(x)u(x) + Q(x)Ju(x) + P(x) = 0.

1.1.6. Ecuatii cu diferentiala totala exacta
Ecuatiile diferentiale de forma
P(x, y)dx + O(x, y)dy = 0

cu P, Q: D— R continue pe domeniul Dc R? se numesc ecuafii cu
diferentiala totala exacta daca existd o functie U(x, y) astfel incat

W _, U,
ox oy

Daca functiile P si Q admit derivate partiale de ordinul 1, atunci
conditia ca expresia

P(x, y)dx + O(x, y)dy
sa fie o diferentiala totald exacta este
oP 00
y ax
In acest caz solutia ecuatiei va fi data implicit de
U(x, y) = C, C = constant,

unde

x y
Ulx, ) = [P(t,y,)dt+ [Q(x.t)d,
X0 Yo

cu M(xy, yg) € D convenabil ales.

1.1.7. Ecuatii diferentiale implicite
Ecuatiile diferentiale de ordinul 1 implicite sunt de forma
F,y,y)=20

unde Fr D—> R, Dc R3, astfel incat ecuatia nu este rezolvabilad in raport

s

cuy’.

Aceastd ecuatie se integreaza prin metoda Sophus Lie astfel:
atasam ecuatiei suprafata
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Fx,y,2z)=0
obtinuta inlocuind variabila y " cu z.

Unei solutii y = ¢(x) a ecuatiei 11 atasam curba (C) de pe suprafata
definita anterior avind ecuatiile parametrice:

X=X
(© 1 y=0(x)
z=¢'(x)
De-a lungul curbei (C) are loc
dy = zdx.

Reciproc, dacd pe suprafata F(x, y, z) = 0 exista o curbd (C)
reprezentatd prin ecuatiile parametrice

X=X
(©) y=¢(x)
z=y(x)

de-a lungul cdreia are loc egalitatea dy = zdx, atunci proiectia acestei
curbe in planul xOy furnizeaza o solutie a ecuatiei diferentiale date.

Presupunand cd se cunoaste o reprezentare parametricd a suprafetei
de forma

x= fluv)
y=guv), u, v EQCRZ,
z=h(u,v)

obtinem

8—ga’u +a—gdv = h(u,v)(gdu +gdv).
ou ov ou ov

. . A dv du
Rezolvam aceasta ecuatie in raport cu — sau cu — .

du dv
Presupunem ca am obtinut astfel

dv
— =G, v), (u, v)egf
du
Daca v = w(u) este o solutie a acestei ecuatii, atunci solutia

corespunzatoare a ecuatiei date este
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{x = f(u,w(u))
y=gluwu))
Cazuri particulare:

1. Ecuatii care se pot explicita in raport cu y sub forma
=Jx. »),
unde - Q> R, Qc R’.

In acest caz metoda Sophus Lie conduce la suprafata cu
reprezentarea parametrica

X=X
y=f(x.p), (x.p)e 2R’
z=p
Conditia dy = zdx este in acest caz

pdx = ldx + = af
ox 8p

si conduce la ecuatia diferentiald explicitd
dx

& = G(x, p),

unde G(x, p) = P

2. Ecuatia diferentiald a lui Lagrange este de forma
y=xA®y)+By)
unde A4, B sunt functii depinzand numai de .
Daca A(y’) #y’, conditia dy = pdx devine
dx _A(p) . B(p)
dp A(p)-p A(p)-p

care este liniara in x ca functie de p.

5

Notand solutia generala a acestei ecuatii

x = @(p, ¢), ¢ constant,
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rezultd c¢d multimea solutiilor ecuatiei lui Lagrange in functie de
parametrul p are forma

{ x=g¢(p.c)
,ceR
y=A(p)p(p.c)+B(p)
Dacd A(p) — p = 0 are radacina reala p = p,, atunci functia
y=pix +B(py)
reprezentand o dreapta este o solutie singulara a ecuatiei lui Lagrange.
3. Ecuatia diferentiala a lui Clairaut este
y=xy' +Ay)
Conditia dy = pdx conduce la
[+ 4] P =0
dx
de unde rezulta familia de functii
y=cx +A(c),ce R "Dy,
care este solutia generala a ecuatiei lui Clairaut.
De asemenea, functia definita parametric prin
{ x=-A'(p)
y=-pAd(p)+A(p)

este o solutie singulara a ecuatiei lui Clairaut, fiind infaguratoarea familiei
de drepte.
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1.2. Probleme rezolvate

1.2.1. S& se integreze ecuatia:

@ =ky,keR.
dx
. : . 5 dy . .
Solutie: Ecuatia este echivalentd cu — =kdx. Integrand ambii
y
tdt F
membri avem j —= Ikds , deci solutia se defineste implicit prin
Yo X0
Iny—Iny, =k(x—x,) iar explicit prin
y= yoek(x—x()) '
1.2.2. Sa se rezolve problema Cauchy:
& _y-I
dx x-1
¥(0)=0
Solutie: Ecuatia este echivalenta cu
dy  dx
y—1 x-1
. dt d. : . .
deci are loc It ; :j il si atunci ln‘t —]‘ = lnC+ln‘s —]‘. Prin
J— S p—

urmare ‘t - ]‘ = C‘s — 1}, C constant.

Daca pentru s = 0 avem ¢ = () se obtine C=1, deci solutia implicita este
y=d=lx-1.
Aceasta a fost rezolvarea lui Cauchy relativa la problema data.

Observam ca se poate inlocui integrarea definitd, atunci cand se
cere rezolvarea unei probleme Cauchy, cu integrarea nedefinita, problema
Cauchy revenind la necesitatea determinarii constantei arbitrare C care
rezulta prin integrare.
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1.2.3. Determinati solutia problemei Cauchy:
2x\4-y° + y%zO
X
y(1)=2

Solutie: Ecuatia este echivalenta cu

Y = —2xdx,

N
de unde, prin integrare, rezulta

J4—y? =x"+C, C constant.

Prin urmare,
yi(x)=4—(x*+C).
Conditia y(1) = 2 impune C = -/ si obtinerea solutiei
W(x)=A4~(x"=1)".

1.2.4. Sa se rezolve ecuatia:

X+Yy
X—y.

i —_—

Solutie: Observam ca

x(]+X) 1+7
X _

, X
y — =
x(1-2) 1-2
X X
deci ecuatia este omogena. Facem substitutia indicatd y = ux, de unde
< , ., 1 I+u .. 1-u dx
rezultd y’ = u’x + u, deci u’ = —( —u ) adica du =—
x I—u l1+u X

Integrand ecuatia cu variabile separabile obtinem

(1-u)du _dx
.[]+ 2 _'[x

deci arctgu—éln(]+u2):lnx—lnC

de unde, revenind la y, se deduce
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arctg” 3
Ce ¥ =4/x" +y°, Cconst,
care descrie implicit solutia ecuatiei.
1.2.5. Sa se rezolve ecuatia:
2xyy’+x° =y’ = 0.

Solutie: Ecuatia se scrie sub forma echivalenta:

Y2
_ (—) -1
,_ Y X - X
y' = sau y
Xy PRl
X
y —u? -1
Facand substitutia u ==, de unde y’ = u’x + u, se obtine u’x = ——,
X 2u
adica o ecuatie cu variabile separabile — > du = —dx . Prin integrare
u”+1 x
: N 1
se obtine - In (i’ + 1) = In x + In C si mai departe T, = Cx.
u” +

Solutia implicitd a ecuatiei date este
x’+ y’— Cx =0, C constant

si descrie o familie de cercuri tangente 1n origine la Oy.

1.2.6. Rezolvati ecuatia:

(x=2y+5)dx+(2x—y+4)dy=0

Solutie: Ecuatia diferentiald, reductibild la o ecuatie omogena,
poate fi scrisa sub forma:
x=2y+5

s

y = -

Dreptele de ecuatie x - 2y + 5 = 0 si 2x — y + 4 = 0 se intersecteaza in
punctul M(-1, 2), ceea ce impune schimbarea de variabile x = u - [ si
y =v + 2, care va conduce la ecuatia omogena

v u-2v

du 2u—v
In continuare, facand schimbarea de functie v = uz, cu v'= uz’ + z, se
obtine ecuatia cu variabile separabile
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dz=—,
22 -1 u

: z—1 : C
care are solutia ———— = Cu’, C constant. Revenind la schimbirile de
(z+1)
functii facute, rezulta solutiile ecuatiei initiale
C(x+y-1)'=y-x-3,C eR.
1.2.7. Determinati solutiile ecuatiei:
3,0 2
X' -x)=y".
Solutie: Prin substitutia y = ", m € R, ecuatia data este reductibila
la o ecuatie omogena. Determinam valoarea lui m, dupad cum urmeaza,

prin nlocuire in ecuatia initiala:

3 m—1 >

4 _  2m
mx u u —x =u .

Din conditia 3 + m — I = 2m rezultd m = 2, deci schimbarea de functie
. 2 n . <
care se impune este y = u”, ea conducind la ecuatia omogena
3, 4 4
2uu’ —x =u’,
careia, in urma efectuarii schimbarii de functie u = zx, 1 se determina
solutia
P 1

=— +1,C>0.
ZnC‘x‘

Revenind la schimbarile de functii efectuate se obtin solutiile ecuatiei
date:

L

y(x)=x>(1- e ),C>0.

lx
1.2.8. Sa se rezolve ecuatia:
y=(x-y)y'=0.
Solutie: Obtinem formele echivalente
ydx — (x—y)dy =0,
vdx — xdy N

y2

ydy =0,

2
d(=)+dZ—)=o,
y 2
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de unde rezulta solutia implicitd a ecuatiei

2
X
—+ Y= C, C constant.
y

Observatie: Problema mai putea fi solutionata si prin reducerea ei

la o ecuatie omogenad, tinand cont de procedeul prezentat in exercitiul
1

anterior, prin schimbarea de variabila y =u?.

1.2.9. Determinati solutia problemei Cauchy

(]+x2)%+y(\/]+x2 -x)=0
y0)=1

Solutie: Ecuatia se poate scrie sub forma

d_y+—W+xz—xy_

2 0,
dx I+x
: C e e g VI+x? —x
fiind o ecuatie liniara omogena cu P(x)=—————. Aceasta poate fi
I+x

privitd ca o ecuatie cu variabile separabile sau poate fi rezolvata direct
prin
—f VI+x? —x
2
y(X) — Ce I+x

Tinand cont si de conditia y(0) = I se obtine solutia problemei Cauchy

)= NI
x+\/]+x2.

1.2.10. Sa se rezolve ecuatia:

dx

—xy’ = kxz, k constant.
y—Xxy

Solutie: Se observa ca este o ecuatie liniara neomogena, cu

PW=-£$QW:-M
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e g g : : 5 dy d
Ecuatia liniarda omogend atasatd este y —xy = 0 echivalenta cu -2
y X
. cdy  pdx .
deci j— = _[ — stavem/ny =Inx + In c, de unde y = cx, c constant.
y X

Cautam acum solutia ecuatiei neomogene variind constanta ¢ prin
metoda lui Lagrange, deci de forma y = ¢(x)x. Obtinem y’ = c¢’x + ¢ si
inlocuind in ecuatia initiald avem cx — ¢ x’ — ex = kx’, deci ¢’x* = - kx” si
prin urmare ¢’ = - k. Integrand, rezulta ¢ = - kx + ¢ si solutiile sunt

y = - kx’ + qx, unde & si ¢ sunt constante.

1.2.11. Sa se rezolve problema Cauchy:
(1+x°)y —2xy=x
1
0)=—
¥(0)=3

Solutie: Ecuatia este liniard neomogena, avand

P(x) = —]ZXZ i Of) =

+Xx 1+ x

>
Rezolvand ecuatia liniard omogena atasatd obtinem o ecuatie cu variabile
separabile

Q: 2x dx

y 1+ x°

cusolutia Iny=1In(1+x’)+Inc, deciy = c¢(1 + x°), ¢ constant.

Pentru aflarea solutiei ecuatiei neomogene, aplicdim metoda lui
Cauchy de variatie a constantei:

(%) = c()(1 +x°)

si obtinem y(x)= —§+ c(1+x%).

Din conditia y(0) =é rezultd ca ¢ = é , 1ar solutia problemei Cauchy este

)i

2
xX)=x"+—.

y(x) >

Problema mai poate fi solutionata si prin utilizarea formulei pentru
solutia generala a ecuatiei liniare de ordinul 1.



1. Ecuatii diferentiale de ordinul 1 15

1.2.12. Determinati solutia problemei Cauchy:

Q+1:y+e2x

dx
y(0)=3
Solutie: Ecuatia se poate scrie sub forma

d—y:y+e2x—l,

dx
fiind o ecuatie liniard neomogend cu P(x)=-1 si O(x)= e’ — 1.
Solutiile vor fi date de y(x)=/C + I (e?* —1)e “dx]e", de unde rezultd

Y(x)=(C+e* +e " )e*. Tindnd cont de conditia y(0) = 3, obtinem
solutia problemei Cauchy

y(x)=e" +e’* +1.

1.2.13. Sa se rezolve ecuatia:

3
y=0Cx+y)y.
Solutie: Schimband rolul variabilelor, considerand deci ecuatia in
. dx 2 2 . TR
necunoscuta x(y) obtinem —-——x=y°, care este o ecuatie liniard
y

2 . : .
neomogenacu P(y)=——s1 Q(y)= y2 . Obtinem solutiile
y

x =) + Cy’, C constant.

1.2.14. Determinati functia > R— R astfel incat tangenta in punctul
My(xy, yy) al graficului functiei sa intersecteze axa Oy intr-un punct de
ordonata — x,.

Solutie: Tindnd cont de ecuatia tangentei intr-un punct My(x,, y,) al
graficului unei functii y — yp = f(xg)(x — xy) si de faptul ca punctul de
intersectie cu axa Oy este A(0, - x») obtinem urmatoarea relatie

fo=1+209 vy er.
X0

Prin rezolvarea acestei ecuatii diferentiale de ordinul 1 liniare si
neomogene se obtine functia /- R— R data de fix) = (C + In x)x, C
constant.
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1.2.15. Sa se rezolve ecuatia:
1

y'=xy=y?.
1 : :
Solutie: Cum o = > facand schimbarea de functie

J
u=y 2

obtinem y = u” si, prin urmare, y’ = 2uu’, de unde avem 2uu’ — xu’ = u si
uu’ —xu—1) =0.

Deoarece y = 0 este solutie si se obtine pentru u = (), consideram
cazul 2u” — xu — 1 = 0, deci 2u’ — xu = 1, care este ecuatie liniara
neomogena cu solutia

x? x?

]7 —_
u(x)=—e? e *dx,
(x) > f

iar solutia ecuatiei Bernoulli va fi
y) = [u(x)]”
1.2.16. Sa se rezolve ecuatia:
xy' —4y = xZ\/; :

: : : 1 n :
Solutie: Ecuatia este de tip Bernoulli cu & =—. Facand schimbarea

2

: : du : e
de functie u =,y obtinem 2ux— —4u? = x’u, deci ecuatia liniara
dx

- u 2 . : :
neomogend u’ - 2—=xu cu P(x) = —— s1t O(x) = x. Solutia acestei
X X

. 1
ecuatii este u = x? ( Eln‘x‘ + C), de unde

y=x* (éln‘x‘ + C)’, C constant.
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1.2.17. Determinati solutia problemei Cauchy:
dv 24y
dx xy2
y(1)=1

Solutie: Ecuatia se scrie sub forma

dy _y

_2
+ X .
dx x 4

Cum a = -2, facem schimbarea de functiec u =y, de unde y=3/u.

. d 1
Atunci Y

dx  33/,°2

du 3 . e g 3 .
—=—u+3x, adicd o ecuatie liniara neomogenda cu P(x)=-— si
dx x X
Q(x)=3x. Solutia acestei ecuatii este u(x)= Cx? — 3x?, C constant.

du . . o : 5 :
o si prin inlocuire in ecuatia datd se obtine
X

Prin urmare, solutia generald a ecuatiei Bernoulli va fi

y(x)=3\/Cx3 —3x7.

Tinand cont cd y(1) = I rezulta C = 4, de unde rezulta solutia
problemei Cauchy
1

y(x):(4x3—3x2)§.

1.2.18. Determinati solutia ecuatiei de tip Bernoulli ce trece prin
punctul M(1,5):

xy’ +y+ 3y x Inx = 0.

. . : 1
Solutie: Cum a = 2 se face schimbarea de functie u =—, ceea ce
Y

e ., 1 :
conduce la o ecuatie liniard neomogena u” - —u = 3/nx, cu solutia
X

u(x)=x(C+ %lnz x ), C constant.
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1

Atunci y(x)= 3 .
x(C+>in’x)
2
Din y(1) = 5 rezulta solutia problemei Cauchy
y(x)=10[x(2+15In" x)] "

1.2.19. Sa se rezolve ecuatia diferentiala

a C gt . .
—, unde o este radacind a ecuatiei
X

2 . o . -
aa + a+ b = 0, verifica ecuatia data.

stiind ca 4ab < I si cd functia y =

. . : ! «a .
Solutie: Facem schimbarea de functie y = —+—, de unde obtinem

U x
, u a )
y' =-——— .Atunci
u X
; 2
u a a 2aa a“a b
) )
u X u ux X X

A SO . 9 -
si tinand seama cd — verificd ecuatia data rezulta

X
., 2aa
u + u=-a.
X
: e - 2aa . .

Ecuatia este liniara neomogena cu P(x)= si O(x)=—a avand
solutiile

a _

u=(c— Jaatl ) =24x . constant,
2aa + 1

de unde obtinem solutiile ecuatiei Riccati

2aa+1

(ac+1)x +a(2aa+1)c
[(2aa+1)c—ax®® ]x

y(x)=
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1.2.20. Sa se rezolve ecuatia:
y =y —xy—x+1=0,

cunoscand cd admite o solutie particulara de forma unui polinom de
gradul 1.

Solutie: Ecuatia este de tip Riccati cu
Px)=1, 0(x)=x, Rx) =x— 1.

Solutia particulard fiind un polinom de gradul I, de forma ax + b,
care verifica ecuatia, se obtine a = 0 si b = -1, deci solutia particulara

: : 1 . : .
este —/. Facem schimbarea de functie y=—-/+— si obtinem ecuatia
u

diferentiald liniard neomogena
u' + (x—2u=-1.

Solutiile vor fi date de

y=—7 5 — 1, ¢ constant.

1.2.21. Rezolvati urmédtoarea ecuatie diferentiala
xy’ +2y=3y-2=0,

stiind ca admite solutia particulard y, = 2.

. : L 2 3
Solutie: Ecuatia este de tip Riccati cu P(x)=——, O(x)=—,
X X
2 : : 1 u' .
R(x)=—. Se face schimbarea de functiec y=2+— de unde y'=—— si
X u u
: . T ., 52
prin urmare se ajunge la o ecuatie liniard neomogend u’ - —u——=0,
X X

. 2 . ..
care are solutiile u(x)=Cx’ — e C constant. Solutiile ecuatiei date vor fi

de forma

5

VWx)=2+—Fr.
5Cx° =2
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1.2.22. Rezolvati ecuatia

@:ny—yz +5—x

dx
Solutie: Ecuatia este de tip Riccati cu
P(x) =-1,0(x) =2x,R(x) =5 —x’.

Cautam solutii particulare sub forma unui polinom de gradul 1,
z(x) = ax + b. Prin Inlocuire in ecuatie rezultd a = [ si b = 2. Se face
schimbarea de functie u = y — x - 2. Ecuatia datad devine o ecuatie cu

variabile separabile

du
3 =—dx,
u” +4u
.. 4Ce™* . . ..
cu solutiile u('x) :W’ C constant. Prin urmare solutiile ecuatiei
e [
initiale vor fi
4Ce™™
V(x)=x+2+———.
Ce ™" -1

1.2.23. Sa se integreze ecuatia diferentiala
(2x —y sin xy)dx — x sin xy dy = 0.
Solutie: Obtinem P(x, y) = 2x —y sin xy $1 Q(x, y) = -X Sin xy.
oP 00
oy ox

deci ecuatia este cu diferentiald totala exacta. Solutia va fi data de functia

= —SINXy — Xy COS Xy

X y
U(x,y) =_[(2t —0sinOx )dt — Ixsinxtdt =’ + cosxy — 1
0 0

si se va exprima implicit prin
¥ + cos xy = C, C constant.
1.2.24. Sa se rezolve ecuatia:
o + 3"+ 2x)dx + 2xydy = 0.
Solutie: Avem P(x, y) =x" +)° + 2x si O(x, y) = 2xy. Atunci
oP _0Q _ 5

8y_8x_

5
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deci ecuatia este cu diferentiala totala exactd. Solutia va fi data de functia

X y 3
U(x,y)=](t’ +2t)dt+j2xtdt:%+x2 s
0 0

si se va exprima implicit prin
e
K +x7 + xy2 = C, C constant.

1.2.25. Determinati solutia problemei Cauchy:
(x™ + 2xy° +i)dx+(y" +2x2y+i)dy:0
X y

y(l)=1

,mn N

1
Solutie: Cum P(x, y) = x™ + 2xy° +i L0 y) = V" +2x7y+ =
X Y

. 0P 0 : : s g 9 .
si e :6_Q =4xy, ecuatia este cu diferentiala totald exacta. Solutiile vor
y  Ox
fi date de relatia

X Yy
[t + 2005 + f)dz + [ (1" + 25t + %)dt =C, C constant.

X0 Yo

Avand insd in vedere conditia y(1) = 1, adicad xy = [ s1 yyp = I, se
obtine solutia implicita a problemei Cauchy

m+1 n+l
-1 -1
X i

m+ 1 n+1

+ ln‘xy‘ + x2y2 =1.

1.2.26. Sa se integreze ecuatia
(y + 7+ 2ap)dx + (& + x)(x + 2y)dy = 0,
cautand un factor integrant functie de x, de forma pu(x).

Solutie: Pentru P(x, y) = (*’y+y"+2xy) si O(x, y) = (X’+ x)(x+2y)
oP

avem— # F Prin urmare se va determina un factor integrant u(x) care
X

sd indeplineasca conditiile:

0 0 .0
LT +x)(x+2y)] = [ (X y+ 3’ +2xp)] §i =0
ox oy oy

Relatia
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Z—’u(xz+x)(x+2y)+y(2x+])(x+2y)+,u(x2+x):y(x2+2y+2x)
X

L : _y . d d.
conduce la ecuatia diferentiald cu variabile separabile H_ xl
y7, X+

cu

k

solutille y=———,
(x+1)°

k constant. Prin urmare factorul integrant al

.. : 1 5 : : <
ecuatiei poate fi considerat p(x )=(—)2. Inmultind ecuatia datda cu
x+1

factorul integrant determinat, se obtine ecuatia cu diferentiale totale
exacte

2 2
Xy+y +22xydx+x(x+2y)dy:0‘
(x+1) x+1
. Yy, +yi +2 v
Solutia este data de _[ Yo T Yo 3 lyOdtJr a j(x+2t)dt=C. Luand
(t+1) x+1;
Xo = Yo = 0 obtinem ca solutii ale ecuatiei initiale curbele integrale de
ecuatie xy(x+ y)=C(x+1), C constant.

X0

1.2.27. Sa se rezolve ecuatia:

I,y
=—xy+—
y Zyy,
1z

!

Y
2

2(y'=1)
2

xp
2(p-1)

1 : D .
Solutie: Avem A(y’) = > y' st B(y’) = —, ecuatia fiind de tip

Lagrange. Obtinem forma echivalentd y = . Cum A@py’) #y’,

notdm dy = pdx sau y’ = p si obtinem y = . Prin derivare rezulta

(p° =2p)(
p

eqge v,

a. p = 2 (deoarece p = y’ # (), prin urmare se obtine solutia
singulara y = 2x;
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%) dx
. P —, de unde x = ¢(p-1), c constant.
p—1 x
Solutiile generale ale ecuatiei le scriem sub forma parametrica

2
x=c(p—]),y=%,peR\{0}.

1.2.28. Determinati solutia ecuatiei diferentiale y” + 2xy” + 2y = 0

. o . « T
care intersecteaza axa Ox sub un unghi de masura 7

2
Solutie: Ecuatia se poate scrie sub forma y=-x)'— 4 > fiind o

2
ecuatie de tip Lagrange cu A(y’) = -y’ si B(y’) = - Y Cum AV') #y’,
2
< , : : . dx 1
se noteazd dy = pdx sau y’ = p si se obtine ecuatia —+—x+—-=0,
dp 2p 2

ecuatie liniard in x ca functie de p. Atunci va rezulta

[~—dp —J5—dp
x:(C+J-—ée 2p dp )e 2p ,deundexzi—ép,Cconstant.

Jr

Prin urmare, ecuatiile parametrice ale curbelor integrale sunt

= _r
Jp 3
2
P
- _C.Jp -2
Y P p

. o . . - . T
Curba integrala care taie axa Ox sub un unghi de masura ” se

. I . . :
obtine pentru C = — si are ecuatiile parametrice

1.2.29. Sa se rezolve ecuatia:
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y=x)"+1+ y'2 .

Solutie: Ecuatia este de tip Clairaut cu A(y’) = /1 + y’Z . Notand

dy = pdx, se obtine (x++I1+ p’ )Z—p = 0, de unde rezultd solutia
X

generala sub forma parametrica

2
- P P
q/1+p2, I+ p?

1.2.30. Rezolvati ecuatia

X ,peR.

y=y'(siny’ +x).
Solutie: Ecuatia, care se mai scrie sub formay =xy’ + y’ sin y’,
este de tip Clairaut cu A(y’) = y’ siny’. Notam dy = pdx si obtinem
: q, : .
ecuatia (x + psinp )d—p =(, de unde rezultd integrala generald a ecuatiei
X

lui Clairaut y=Cx+CsinC, Ce R sau solutia generald sub forma
parametrici x = - sin p — pcos p, y = - p>cos p, p € R.

1.2.31. Sa se rezolve ecuatia:

x(1 +y”)=1
Solutie: Ecuatia este de forma F(x, y’) = 0 si se rezolva prin
metoda Sophus Lie. Notdm y’ = z si obtinem x = . Cum z = @
1+2° dx
. 2z°
rezultd dy = zdx = - > dz, de unde
1+z
72
y= —ZJ- >dz + C, C constant.
1+z
Solutiile generale ale ecuatiei sunt
1
x=—-7,y=—2z+2arctgz + C,zeR.
1+z

1.2.32. Determinati solutiile ecuatiei:

2
y’z—xy’—y+x7=0
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Solutie: Ecuatia fiind de forma y = F(x, y’), metoda Sophus Lie
conduce la suprafata cu reprezentarea parametrica

X=X
2

y=p2—xz9+x7,(x,p)€R2

zZ=p
dy . . : : :
unde z = I Prin urmare, se noteaza y’ = p si se obtine ecuatia
x
2
x
p’ —xp—y+7:0.

Derivand rezultd 2pp” — p — xp’- p — x = 0, adica (Zp—x)(j—p—l)=0.
X
Se obtin doud cazuri, si anume:

2 s o . ..
a. x=2p,y = p°, pe R, care reprezinta solutia singulara a ecuatiei;
2

b. fl—pzl, de unde p = x + C, C constant si atunci y:x?+Cx+C2,
x

care este solutia generala a ecuatiei.
1.2.33. Sa se rezolve ecuatia:
x=yy +lIny’
Solutie: Ecuatia este de tipul x = F(y, y’) si se rezolva prin metoda

Sophus Lie, punand y’ = p. Se obtine ecuatia x = yp + Inp, de unde prin
derivare 1n raport cu y (consideram x si p functie de y), rezulta

In continuare se obtine o ecuatie liniara in y, neomogena

d i
dp 1-p°" I-p

1
w/]—pz

cu solutia y=(C+arcsinp) , p€(-1,1). Solutia generald a

ecuatiei initiale va fi atunci:
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P
I-p?
, 1
y=(C+arcsinp )———
]—pz

xX= (C+arcsinp)+inp

,p€(-1,1), C constant.

1.3. Probleme propuse

Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale si probleme Cauchy:

1.3.1.
Raspuns

1.3.2.

Raspuns:

1.3.3.

Raspuns

1.3.4.

Raspuns

1.3.5.

Raspuns:

1.3.6.

Raspuns:

1.3.7.

xy'—2\/;lnx=0,x >0,y(e) =1
2y —in* x—1=0.
x+xy+y'(l1+x)y=0
e’V =¢(x+1)(y+1), c constant.

XYY _cos™ =Y

y'+cos

:In

X
tg% + 2cos§ + ¢ =0, c constant.

dy _ 2y
dx sin2x

Vs
y(z)—l

: y(x)=tgx.
xy'+1=e”

y =—Inlex — 1|, ¢ constant.

{(]+x)eyy’:]
y(0)=yo

eV =e¥0 +in(l1+x).
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{y'=3( ye* )’
»0)=1

1

Rispuns: y(x)=(3—-2e>" )_;.
1.3.8. x(1+ y2 )dx = 2e” ydy

Rispuns: ¢ “(/+x)+In(l+y’ )=c, c constant.

Y
1.3.9. xy'=x+y+xe*.
> cx
Raspuns: e¢* = , ¢ constant.
1 —cx
1.3.10. 4x3yy’ +x? = 4x2y2 + y4

< 2.2 2, .2
Raspuns: x° — y° +cx(x” + y° )=0, c constant.

1.3.11. 2x4yy'+y4 =4x°
Raspuns: y2 +4x° = cx5(y2 — x3), ¢ constant.

1.3.12. Determinati solutia ecuatiei x° —y° = 5xyy’, care trece prin punctul
M(1, 3).

Raspuns: ZIn‘x‘ + 5ln‘x2 - 6y2‘ =5Inj53.

1.3.13.

dy _2x+3y
dx 3x+2y

Raspuns: (x2 —y2)2(x — y)3 =c(x+ y)s, ¢ constant.

1.3.14. (ysinl—xcosl)xy' —(xcosz+ysinl)y:0
X X X X
Raspuns: xy cosY =c , ¢ constant.
X
1.3.15. (x+2y-=5)dy—(2x—y)dx=0

Rispuns: y° —x’ + xy— 5y =c, ¢ constant.
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1.3.16.

Raspuns:

1.3.17.

Raspuns:

1.3.18.

Raspuns:

1.3.19.

Raspuns:

1.3.20.

Raspuns:

1.3.21.

Raspuns:

1.3.22.

Raspuns:

1.3.23.

Raspuns:

1.3.24.

Raspuns:

Ecuatii diferentiale si cu derivate partiale prin exercitii si probleme

V'+ytgx = 2cos’ x

y =s8in2x+ ccos x, ¢ constant.

, 2 3
y="y+x
X

4
X
y=cx’ + =, c constant,
2
y’cosx+ysinx+4cos3x:0
y=ccosx —4sinxcosx, c constant.
2. 2 _
X Y+(1-2x)y—x"=0

1
y= ex’e + x? , ¢ constant.

V'= ytgx + cos x

c Sinx X
y= + + ,C = const.
cos X 2 2cosXx
_ 3 '
y=(x"—x)y
c x*
y=—+—c=const.
X

V'+ycosx —sinxcosx =0

—sin x

y=ce + sinx — 1,c = const.
y'sin2x—2y+2cosx =0
y = Ctgx — ,C =const.
cos X
y'+ 22y =2x+2
x° =1
¥(0)=3
P -x?+x+3
y:
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1.3.25.
{(] +x° )y'+3x2y =sinx
y(0)=-1
Raspuns: y =— COS};
I+x
1.3.26. xy'+y= vy Inx

Raspuns: (/+cx + ln‘x‘)y =1,c = const.

1.3.27.
2y )
=4 —
y x 2
y(1)=1
2
Raspuns: y = .
2—-x
1.3.28. V'=y(y+1)cosx
< 1
Raspuns: y = . ,C = const.
Ce—smx _

1.3.29. Sa se rezolve ecuatia diferentiala

2y'cos x + y2 sin 2x = 4tgx

N : : . < 1
stiind ca admite solutia particulara y, = :
cos x
< 1 3cos’ x
Raspuns: y= + ,c =const.

cosx 3c—cos” x
1.3.30. Sa se rezolve ecuatia diferentiald y'—y” + 2ye® =e’* +¢” stiind

X

cd o solutie particulara este y, =e”.

1

cC—X

Rispuns: y=¢" +

,C =const.
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1.3.31. Rezolvati ecuatia diferentiald y'= y° + 6y — 4x” + 11 dacd admite
ca solutie un polinom de gradul 1.

1
Raspuns: y = + 2x — 3,c =const.

(c— Iezxz dx)e_zxz

1.3.32. (2x+y—y Ddx+(x+2y+xy72 )dy =0
Rispuns: x” + y° +xy — z ¢,c = const.

y
1.3.33. (xy )? (xdy + ydx ) = dx + dy

Rispuns: (xy)* —4(x+ y)=c,c=const.

1.3.34. xzdy + 2xydx = xdx
2

Raspuns: 2x2y —x° =c,c=const.
1.3.35. 2xdx = ()cy)2 (xdy + ydx )
Raspuns: x3y3 =3x? 4+ ¢,c = const.
1.3.36.
{(yexy —4xy )dx + (xe™ = 2x7 )dy =0
y(2)=1
Rispuns: e” —2x’y=¢’ - 8.
1.3.37. (xcosy—ysiny)dy+(xsiny+ ycosy)dx =0
Raspuns: (xsiny+ ycosy—siny)e* =c.

1.3.38. xdy=(y+x*)dx+x*y*d(xy)
Raspuns: 35 - (xy)3 =c,c =const.

1.3.39. 2y (y-xy')=1
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y : S 1 . g
Raspuns: Solutia generald y =cx+ 2—2,0 = const. sau solutie singulara
c
o : 1 3 x
definita parametric x=—,y=——,p€eR.
p 2p
1.3.40. y=xy'—Iny'
Raspuns: Integrala generalda y=cx—In|c|,c=const. sau integrala
: : 1
singulara data parametric x=—,y=1—Inp,p>0.
P
1.3.41. y—2xy'=siny’
Réaspuns: Solutia singulara definitda parametric x= CZ L COSZP ,
P p P
2 , x
y=—(c—cosp)—sinp,c=const,peR
P
1.3.42. y=x(y' ) +2(y')}
Raspuns: x=2p+3p2 +c,y:p2 +2p3,c:const. sty =0 sauy =
x+2..
1.3.43. y'2 +5y=x(y+x)
2
1
Raspuns: y = xj,y =—x? +cox— Ecz,c = const.
1.3.44. y=y?e”
Rispuns: x = pe” +e” +¢,y=p’e” ,c=const, pe R
1.3.45.
My+1)y=x"y+(y+1)°
Raspuns: y+/=cx+ Zn‘y + 1|,c = const.
1.3.46.
x=siny +iny’
Raspuns: Solutie parametrica

x=sinp+inp

{

y=psinp+cosp+p+C
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p € R, p> 0, C constant.

n
1.3.47. Aratati ca polinomul P,(x) = ZCgkxk satisface o anumita
k=0
ecuatie diferentiald de ordinul 1 care va fi determinata.
1

Raspuns: P, ;(x) = 5 Pn' (x)— 2xP,;_1(x).

Se foloseste identitatea kC%, = 2(2k— 1) Cé‘(_kl_l) , ke N*.

1.3.48. Determinati functiile /- R— R derivabile pe R care satisfac relatia
f'x)f(x)=1,Vx e R.
Raspuns: f(x) = €' si f(x) =- €.

1.3.49. Fie a, b numere reale date. Determinati functiile f R— R
derivabile pe R care satisfac relatia

' (x) = bflx - a).
[x]

< 1
Rispuns: f(x) = > b"—(x—an)’.
—y n!
n=0 :
1.3.50. Determinati ecuatia curbei din plan astfel incat lungimea
segmentului determinat pe tangenta la curba intr-un punct oarecare al
acesteia de axele de coordonate sa fie egala cu 1.

Rispuns: {/)7 + 3\/)7 =1.



2. Ecuatii diferentiale de ordin superior

Capitolul 2. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDIN

SUPERIOR

2.1. Consideratii teoretice

Fie ecuatia diferentiald de ordinul »
Fx, v,y ....y")=0

unde F:D— R, DcR"", y:[a, b] — R derivabila de n ori pe [a, b].
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2.1.1. Ecuatii diferentiale de ordin superior integrabile prin

cuadraturi

Ecuatiile diferentiale de ordinul n a céaror solutie generald se poate
determina prin una sau mai multe integrari se numesc integrabile prin

cuadraturi.
1. Ecuatii diferentiale de forma
" = 1)
unde f:/a, b] - R este o functie continua.
Prin n integrari succesive se obtine:

In

X 5]
y(x)=[dt, [dt, ,.[ f(t)dt+

w0 ot (n—1)!

unde ¢;, i €{1, 2, ..., n - 1} sunt constante.

€y

2. Ecuatii diferentiale de forma
-1
"= foy").
Notand y("" =z, ecuatia se aduce la forma

z'=fz)

xn—l

C)

(n-2)"

- +...+Cn_]
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care este o ecuatie de ordinul 1 cu variabile separabile.

3. Ecuatii de forma
=iy,
Notam z = y™? si in ipoteza y(x,) =y, ecuatia devine

z'=f(z)

-2
z(xg) =2y :ygn / :

' ' -1
Z'(xy )=z :J’(gn /
Se obtine
n— 2 -1
v =o(x,y W)

care este o ecuatie de tipul anterior.

2.1.2. Ecuatii diferentiale de ordin superior care admit
reducerea ordinului

1. Ecuatii diferentiale in care membrul stang este derivata in raport
cu x a unei ecuatii diferentiale

Fx, v,y ... y")=0
unde

o d , .
Fe, 3,y ... y")= —P(x .y ")

De aici rezulta ca
&(x,3,9 ,...y" " )=c, ¢ constant

si deci integrarea ecuatiei de ordinul z se reduce la integrarea unei ecuatii
de ordinul n - 1.

2. Ecuatii diferentiale de forma
vy = fx, y P+ P (D) unde p < n.

Notand

W =

obtinem o ecuatie de ordin (n - p)
2V =z 2, ),



2. Ecuatii diferentiale de ordin superior

3. Ecuatii diferentiale care nu contin variabild independenta

V=1, y, . "),

Prin substitutia y’ = z se obtine

Ecuatia devine:

n—1I n-2
I gy 4
dyn— dy dyn—

)

deci ordinul a scazut cu o unitate.
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4. Ecuatii diferentiale omogene in raport cu functia si cu derivatele

sale

Ecuatia diferentiala

Jox vy ¥ =0
unde f satisface relatia

1o ky, ky', o k™) = K'(x, v, v, ..., ¥™) pentru orice ke R
se numeste omogena in raport cu functia si derivatele ei.

Facand substitutia

y:ejzdx

se obtine prin calcul

y,: Zejzdx

yr= el g 2
Y= L P P P

si in continuare o ecuatie de ordinul 7 - /.

5. Ecuatii diferentiale omogene in x, y, dx, d’y, ...,

Ecuatia diferentiala
ftx, v, dx, dy, d2y, .)=0

d'y.
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in care

flkx, ky, kdx, kdy, ...) = K"f(x, y, dx, dy, d’y, ...) pentru orice ke R

se numeste ecuatie diferentiald omogend in x, y, dx, dy, dy, ..., d'y.
Facand substitutiile
x=é,y=uée
obtinem
dx = e'dt
dy = (du + udt)ée'
d’y = [d’u + 2dudt +u(dt)’] e

Rezulta o ecuatie care nu contine explicit pe ¢, deci careia 1 se poate
diminua ordinul.

2.1.3. Ecuatii diferentiale de ordin superior liniare
Ecuatia diferentiala de forma

Y7+ a )y + L+ alx)y = fx),

unde a;, a, ..., a,, f- [a, b] > R sunt functii continue, se numeste ecuatie
diferentiala liniara de ordinul n.

Daca f =0 ecuatia se numeste omogend.
Daca f # 0 ecuatia se numeste neomogenad.
Solutia generald a ecuatiei diferentiale liniare si omogene este

y=cy eyt .t ew,

unde ¢;, ¢, ..., ¢, sunt constante arbitrare, iar y;, y, ..., ¥, este sistem
fundamental de solutii al ecuatiei date.

Pentru a integra ecuatia diferentiald si neomogena se foloseste
metoda variatiei constantelor a lui Lagrange. Vom cauta solutia ecuatiei
sub forma

v=ci(x)y;+ c(x)y; ... + cu(X)yn.

Pe langa conditia ca functia y sa verifice ecuatia care contine n
functii necunoscute c¢;(x), cz(x), ..., ¢,(x), vom mai impune n-/ conditii
care vor face ca in calculul derivatelor y’, y”, ..., y"" sa nu figureze
derivatele functiilor ¢;, c,, ..., ¢,, deci
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c;y;t+c,y, +...+c,y, =0
c;yir+c,y2+..+c,yn=0

(n-2) . (n=2) L, (=2) _p
2 2 cee

C;Jﬁ
Se obtin urmatoarele relatii

c(x)= jfz(S)dS +k;
cy(x)= sz(S)dS +k;

Cn(x) = J.fn(S)dS + kn
unde &;, k», ..., k, sunt constante oarecare.

Solutia generald a ecuatiei neomogene este

y=ky+kyy,+otk,y, + [ fi(s)ds+..+y, [ f,(s)ds,

adicd suma dintre solutia generald a ecuatiei omogene corespunzatoare §i
o solutie particulard a ecuatiei neomogene.

Vom prezenta o metodd de gasire a unui sistem fundamental de
solutii in cazul ecuatiilor diferentiale liniare si omogene cu coeficienti
constanti. O astfel de ecuatie este de forma

Y7 +ap™+ L +ay =0,

unde a,, a,, ..., a, sunt numere reale sau complexe.
Acesteia 1 se atageaza ecuatia caracteristica
P tar + . +a,=0.

Functia y = €™ este solutie a ecuatiei diferentiale daca si numai
daca r este o solutie a ecuatiei caracteristice.

Sunt posibile mai multe cazuri.

a. Radacinile r;, r, ..., r, sunt simple si reale. Atunci y;(x) = €'/,
..., Yn(x) = €', reprezintd un sistem fundamental de solutii.

Integrala generala a ecuatiei este
y=ce' +c,e? +.. +c,e™, unde ¢, ¢y, ..., ¢, sunt constante.

b. Cel putin o radacina simpla este complexa. Fie aceasta = a+bi.
Cand coeficientii ecuatiei sunt reali, atunci si 7, = a - bi este solutie.
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Functiile
y; = e“ cos bx siy, =" sin bx

vor fi solutii reale ale ecuatiei diferentiale, care, impreund cu cele gasite
pentru solutiile reale ale ecuatiei caracteristice, formeaza tot un sistem
fundamental de solutii.

c. Daca o radacina r; € R este multipla de ordinul p atunci acestei
raddcini 11 vor corespunde solutiile din sistemul fundamental

— rjx _ X _ 2 r3x _ .p-1 TpX
yi=el" y,=xe?" y;=xe", .y, =x"e’".

d. Daca o radacina r; = a + bi e C este multipla de ordinul p, atunci
in sistemul fundamental vom obtine solutiile

y; =e™ cosbx vy, =e™ sinbx
y; =xe™ cos bx vy =xe™ sinbx
_ .p-1 ax _p-1 _ax _.
Vopg =x" €T cosbx  y,,=x""e" sinbx

Integrala generald a unei astfel de ecuatii va fi combinatia liniara a
integralelor sistemului fundamental, coeficientii fiind constantele c;, ¢,
cees Cne

Ecuatia liniard si neomogena cu coeficienti constanti se rezolva
prin metoda variatiei constantelor.

Daca termenul liber este de forma

f(x) = €7[P(x) cos fx + O(x) sin fx],
unde a, f € R, iar P(x) s1 Q(x) sunt polinoame, atunci ecuatia liniara si
neomogend admite o solutie patriculara de forma
Yo (x) =" [P(x) cos px + Q,(x) sin px] x,

unde P;(x) si Q;(x) sunt polinoame astfel incat

grad P;(x) = grad Q;(x) = max { grad P(x), grad O(x)},

iar g este ordinul de multiplicitate al radacinii @ + i a ecuatiel
caracteristice a ecuatiei diferentiale.



2. Ecuatii diferentiale de ordin superior 39

2.1.4. Ecuatii diferentiale de tip Euler
O ecuatie diferentiald de forma
agy™ + a4+ axy’ + ay = fix)
unde ay, a,, ..., a, sunt constante, a, # 0, se numeste ecuatie de tip Euler.

Notand x = €' si observand prin calcul ¢

dy_ldy d’y_ 1 dy dy,

dx xdt dc® X7 d? dt”
dupa inlocuire ecuatia se transformd intr-o ecuatie liniard cu coeficienti
constanti

d}’l dn—l
b, dz"y +b, dz"—fy tot b, y=fi(1)
Analog, pentru ecuatia
ny dn—]y
ag(a+x)" +a;(a+x)"! +.+a,y=f(x),

dx" dx"!

se practicd schimbarea de variabild @ + x = ¢’ pentru a obtine o ecuatie
liniara cu coeficienti constanti.

2.2. Probleme rezolvate

2.2.1. Sa se studieze miscarea pe o dreapta a unui mobil cu masa
unitara, stilnd ca el este respins fatd de un punct fix cu o fortd
proportionala cu distanta la acest punct fix.

Solutie: Luand punctul fix drept origine, iar x(¢) functia descriind
distanta de la punct la mobil, ecuatia diferentialda a miscarii este

x”=kx, k>0.

inmul‘gind ambii membri cu xdf = dx, rezultd x”x’dt = kxdx de unde,
2

: . : X : : dx

integrand, obtinem Ex'z = k7 + ¢;,1ar mai departe —==dr.

A kx? + 2¢;

Pentru 2¢; = k deducem In(x+x’ +1)= \/%(t —t,), ty constant. Din
aceasta relatie avem

x4x? 4 1 =eVk(0) si x—\x? +1 = e Vk(1)
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pentru ca inmultind membru cu membru aceste doud egalitati obtinem o
identitate. Prin adunarea lor rezulta

x=sh\/;(t—t0),
care este legea de miscare cautata.

2.2.2. Sa se rezolve problema Cauchy
Vy'"=Inx,x>0
y(1)=2
y'i(1)=1
y'(1)=0

Solutie: Prin integrari succesive se obtin derivatele de ordinul 1 si
2 ale functiei y, date de urmatoarele relatii

vy =xlnx—-x+ Cy,

2
X

y':7lnx—§x2 +Cix+C,,

3 2

de unde y:x—lnx—£x3+C1x—+C2x+C3.
6 36 2
Din conditiile initiale se obtin urmatoarele valori ale constantelor C; = 1,
C,= %, C; = % Prin urmare, solutia problemei Cauchy este
x’ 11 ; 1, 3 19
y=—"Inx——x"+—-x"+-—x+—.
6 36 2 4 18

2.2.3. Determinati solutia problemei Cauchy

{ y!I!: ’]+yfl2
y(0)=y'(0)=y"(0)=0

Solutie: Notind y” = z, se obtine ecuatia cu variabile separabile

_E =dx, cu solutiile In(z+~1+ z? )=x+C, C constant, de unde
VI+z?
2(x+C) _
z+VI+z? =" Rezultd z = eT‘f'C] sau z = sh(x + C). Revenind
e

la notatia ficutd obtinem y = sh(x+C), de unde prin integrari succesive
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rezultd y = sh(x + C) + C;x + C,. Din conditiile initiale se obtin valorile
constantelor C = C; = C, = (). Solutia problemei Cauchy va fi y = shx.

2.2.4. Sa se rezolve ecuatia

NE T

Solutie: Notand ™ = z se obtine ecuatia cu variabile separabile

= =—_1 cusolutia z = C,e™. Prin urmare y"*

z
integrari succesive, rezulta solutia generala

= C;e™ si in continuare, prin
¥’ x?
y=Ce " +C, v + C37+ C,x+Cs, C;, Cy, Cs, Cyy Cs constante.

2.2.5. Sa se rezolve ecuatia

o)
9 4

Solutie: Considerdm parametrizarea y’'”= 2sht si y?¥ = 3cht.
Atunci, din y?dx = d(y ), rezultd 3cht dx = 2cht dt si apoi se obtine

. —y : . 3 .
ecuatia cu variabile separabile 3dx = 2dt cu solutia t:§x+C ;. Prin

3 o .. : : :
urmare )'''=2sh( Ex+C, ). Prin integrdri succesive se obtine solutia

generald a ecuatiei initiale

2
y:%ch(§x+C1)+C2x7+C3x+C4, C;, C,, G, Cy constante.

2.2.6. Rezolvati ecuatia diferentiala
y ’2 + y )}2 — ].

Solutie: Fie parametrizarea y’ = cost $1 y = sint. Atunci, din relatia
y”dx = - d(y’) se obtine ecuatia cu variabile separabile df = - dx, care are
solutia t = - x + C;. Prin urmare y’ = cos(- x + C;), de unde, prin
integrare, rezultd solutia generala a ecuatiei date

y= -sin(-x + C;) + C;, cu Cy, C; constante.
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2.2.7. Sa se rezolve ecuatia diferentiala
v+ y2 =0
Solutie: Prin inmultire cu y’ ecuatia devine
Yy Yy =0
cu conditia y # const # (. Dar aceastd relatie se mai scrie

d 1 1 : : :
d—(Ey'2+§y3):0, deci 3y'2+2y3 =() este o ecuatie echivalentd cu
x

prima, dar avand ordinul mai mic cu o unitate.

2.2.8. Sa se rezolve ecuatia
" " 2
e’ —(y') =x

Solutie: Notand y”= ¢, se obtine x = €' - £ §i dx = (€' - 20)dt . In
continuare, prin integrari succesive, rezulta

2
y':jy"dxzjt(et —2t)dt=te' —¢' —§l3 +C,, C,constant,

y:Iy'dx:I(tet—et—§t3+C])(et—2t)dt,

de unde rezulta solutia ecuatiei, sub forma parametrica,

x=é' —t2
2
y:(é—g)e% —(Eﬁ —2t+2-C,)e +%r5—c]z2 +C,

cute R, C;, C, constante.
2.2.9. Rezolvati ecuatia
s 3 1)
)y =1
Solutie: Considerdm reprezentarea parametrica

1
y':;,y”’: .t #0.

r !

: . d . [
Din relatia 24 4 rezultd ydy” = y’"’dy’ = - tdt, deci y"=~C —1?,

) r

"oy

: 1
C constant. Cum y"dx = _Lz dt se obtine dx =— dt , de unde

t *NC—1?
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xX=- + C; . Atunci y:Iy’dx:.[ +C,, cu Cy, C,

I dt dt

t’NC 17 PNC -1
constante. Familia de curbe definite parametric prin relatiile obtinute
pentru x si y reprezintd solutia generala a ecuatiei initiale.

2.2.10. Sa se integreze ecuatia diferentiala a parabolelor din planul

xOy
5y""?=3y"y(* cu conditia y”# 0
Solutie: Consideram doua cazuri:
a. Daca y’”’ = 0, prin integrari succesive rezulta solutia generala a
2

.. X
ecuatiei date y=C17+C2x+C3, unde C; C, C; constante. S-au

obtinut ecuatiile parabolelor cu axele de simetrie paralele cu axa Oy.

b. Daca y’"" # 0, ecuatia initiald se poate scrie sub forma

(4) 5 é
urmatoarei relatii =27 , de unde y'""'=Cy""3, C constanta.

! 3 r

Y Y

5

Notand y”= z se obtine ecuatia cu varibile separabile z 3dz=Cdx, cu
solutiile

1
z=% R C;, C, constante.
(Crx+Cy)?
Revenind la schimbarea de variabile efectuata, ecuatia diferentiala
1
yN — 3
(Cx+C,)?

conduce prin integrari succesive la solutia generala

1

: : 1 : g
1ar ecuatia y"=— 5 la solutia generala

(Crx+ Cz)E

Y= ig\/ Cix+C, +C;x+C,,unde Cy, C,, Cs, C, sunt constante.
¢
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Solutiile generale obtinute reprezinta ecuatiile parabolelor din
planul xOy ale cdror axe de simetrie nu sunt paralele cu axa Oy.

2.2.11. Sa se rezolve ecuatia diferentiald

. . A . . I . z
Solutie: Facand substitutia y”” = z, ecuatia se reduce la z'=— care
X

are solutia z = Cx, C = const. Inlocuind pe z rezultd ecuatia y” = Cx care,
dupa doua cuadraturi succesive, are solutia

y(x):%(x—xo)[x()ﬁ‘xo)—zxg]+C1(x—x0)+cz’

unde C, C;, C, sunt constante.
2.2.12. Sa se rezolve problema Cauchy
2y"Iny'=y'
{ym =—6e ", y(1)=e""

Solutie: Notam y’ = z si obtinem, prin nlocuire in ecuatia initiala,
relatia 2z [n z= z, care este o ecuatie cu variabile separabile, putand fi
2lnz

V4

scrisa sub forma

dz = dx . Prin integrare rezultd Inx =x + C 1, C;

constantd, de unde se obtine mai departe y'= e™VITEr Solutiile generale
ale ecuatiei date sunt

=2 (x4 C 1)+ Cy st y=—2¢ VI ([x+C, +1)+C;.

Tinand insa cont de conditiile initiale se obtine solutia problemei Cauchy

y=—2€“m(x/x+3+1).

2.2.13. Sa se rezolve ecuatia diferentiald
yoty =0

o o d. :
Solutie: Facem substitutia y’ = z si obtinem d—Z+ yz=0, deci o
Y

2
Y

ecuatie de ordinul 1 cu variabile separabile. Solutia sa este z=C,e 2
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2
_r

si apoi inlocuind z avem y'=C,e 2 cu solutia

t2

y U
je 2dt=C,;x+C,, C;, C, constante.
Yo

2.2.14. Sa se rezolve ecuatia diferentiald

U 3y'yT =10
2

Solutie: Fie y’ = p, atunci y"=pd—p si y" —p[pd—+(dp) /.
dy dy
d’p 2dp
Inlocuind in ecuatia dati se obtine yp/p—= Py +( ) J+3p d =0.
% %

Avem prin urmare doua cazuri:

a. p = 0, de unde solutia ecuatiei va fi y = C, C constant;

b. p # 0, ceea ce conduce la y(pc;—p)’+3(pz—p)=0. Notand
Y Y

) : 3 .
u= pd—p se obtine yu’ + 3u = 0, de unde Y —_Z Prin integrare rezulta
u Y
: c . , C :
Inu = - 3lny + [nC, C constant, apoi u =— §1 Y'=—. Revenind la
Y Y
. o1 5, : I 5., C .. A <
notatia u=pp'=( > p~ )’ se obtine ( 5 p°)'=—5 si, integrand, rezulta
y

p’ =-Cy’ + C, C; constant, adicd p=1C; —Cy_2 . Cum p =y,
relatia anterioard conduce la ecuatia cu variabile separabile

!

A:il, cu solutia 1mplicita ii\/CIyZ—C+C2:x, C,
\C, - Cy~? &

constant, de unde rezultd solutia ecuatiei initiale
Cpy’ —C=C/(x—Cy)’, Cy, Co, C constante.
2.2.15. Sa se integreze ecuatia
y'Eet+1)+y =0
Solutie: Notand y’ = z, se obtine z (¢' + 1) + z = 0, de unde rezulté
z' e’ Y+

ecuatia cu variabile separabile —=————— cu solutia z = o I ,
z e (e +1) e’
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C; constant. Prin urmare, y’ = C;(I + ¢), de unde prin integrare se obtin
solutiile ecuatiei initiale
y=Cix-¢") + C, C;, C, constante.

2.2.16. Rezolvati ecuatia diferentialda

y =2y’ =0
Solutie: Ecuatia mai poate fi scrisd sub forma (y’)’ = (y°)’, de
unde, prin integrare se obtine y’ = y* + C, C constant, ceea ce conduce la

y!
y2 +C
cazuri, relativ la valorile posibile ale constantei C:

ecuatia diferentiala cu variabile separabile

=1. Se disting trei

a. daca C > 0, solutiile ecuatiei initiale vor fi de forma

=x+ C,, C; constant;

1 Y
—qarctg —
N C & N C

. 1
b. dacd C = 0, obtinem y =— , C, constant;
X+ C2
c. dacd C < 0, notam C, = - C > 0 si solutiile ecuatiei date vor fi

date implicit prin

Cy
=x+ Cj;, C; constant.
2 Co y+ Cy
2.2.17. Sa se rezolve problema Cauchy
{ xy"+y'+x =0
¥(0)=0,5'(0)=0
Solutie: Daca se noteazd y’ = z, se obtine ecuatia liniard

1 . I .
neomogena z'+—z=-/, cu solutiile z=(C —dex )—, C constant, iar
x x

2

mai departe xz=C —x?. Tinand cont cd y’(0) = 0, rezulta z(0) = 0, deci

2
C = 0. Atunci z=—§ s y’:—g, de unde prin integrare y:—x7+C].

Cum y(0) = 0, obtinem C; = 0, de unde solutia problemei Cauchy este

y=—7.
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2.2.18. Determinati solutia problemei Cauchy
{ w'-y’=y*
y(0)=1y(0)=0
dp

Solutie: Notand y’ = p se obtine )"= pd— si prin inlocuire in
y

: _dp 1 _ : : :
ecuatia data rezulta d_p ——p= y3 p ! care este o ecuatie de tip Bernoulli
y oy

: 1 : : :
in p ca functie de y, cu P(y) =- —, O(y) =y’ si a = -1. Se impune atunci
y

i
schimbarea de variabilda p=u?, de unde p'=

ul

2Ju
. . u' 1 3 1 , 2 3

Bernoulli devine —— ——+/u = y sau u'——u=2y”, care este o

2\u y Ju y

ecuatie liniara si neomogena, cu solutia u =(C + y? )y?, C constant. Prin

urmare p =ty y2 +C . Tinand cont de relatia p = y si de conditiile
initiale, rezultd C = -1, de unde se obtine ecuatia cu variabile separabile

Ecuatia de tip

tdx,

|
3
=
&
c
I

. 1 : ..
avand solutiile arccos—==xx+ C;. Din conditia y(0) = I rezultd C; = 0,
y
de unde solutia problemei Cauchy este

y = (cos x)” sau y = sec x.
2.2.19. Sa se rezolve ecuatia diferentiald
Xy =2xy’ +2y=0,x#0

Solutie: impartind ecuatia prin x° se obtine y"—21+2%=0,
X X

relatie care mai poate fi scrisd si sub forma ( y’—2Z )'=0. Integrand se
X



38 Ecuatii diferentiale si cu derivate partiale prin exercitii §i probleme

: r 2 . C e o g .
obtine y ——y=C, adicd o ecuatie liniard neomogend cu solutiile
X
1 .. . C .
y=(C, + C_[—zdx )x?, de unde rezulta si solutiile ecuatiei initiale
X

y= szz — Cx, C, C; constante.

2.2.20. Sa se integreze ecuatia diferentiald

" 4 1A ] 14
W'=2xpy'+(y' ) =~

: D " 1y
Solutie: Ecuatia poate fi scrisd si sub forma R IR )|

V' x oy

sau d(In|y'| - x? - ln‘x‘ + ln‘ y‘ )=0, de unde prin integrare rezulta

yl

2
Inyy'=InC; +Inx + x° sau yy'=C,xe"

Prin urmare, rezolvarea ecuatiei cu variabile separabile

2
ydy =C;xe* dx conduce la solutiile implicite ale ecuatiei initiale

2
y2 =C,e’ +C,, C}, C; constante.
2.2.21. Sa se rezolve ecuatia diferentiald
2 » s 2
Xy’ =y-x)
Solutie: Ecuatia este omogena in y, y, y . Facand schimbarea de

variabila y’ = yu, se obtine ecuatia de ordinul 1 liniara si neomogena

2, . D 2 1 .
Xu’ + 2xu — I = 0 care mai poate fi scrisa si sub forma u'+—u =— sl
X X
care are solutia
&
2
y=C;xe * ,C,;,C, constante.

2.2.22. Sa se rezolve ecuatia

n”n 12 !
xyy"+xy" —yy'=0

Solutie: Ecuatia este omogena in raport cu x, y, ¥’ si y”. Facem
substitutia y’ = uy, care conduce la y” = u’y + uy’ = y(u’ + u°), si prin
inlocuire in ecuatia datd la xy°(u” + u°) + xy’u’ — uy’ = 0, echivalentd cu

ecuatia de tip Bernoulli u’—iu =—2u’ cu Px)=— l, Okx)=-2s10=2.
X X
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1

: . : Y 1 .
Se impune schimbarea de functic u =z/~2 sau z=—, de unde obtinem
u

C 5 1 . 1
ecuatia liniard neomogend z'+—z=2, cu solutiile z=—(C+x?), C
X X

si mai departe ﬂ: al >dx. Prin
y C+x

constanta. De aici u= 5
C+x

integrare rezultd solutia ecuatiei initiale

y=C,NvC+ x’ , C, C, constante.
2.2.23. Sa se rezolve ecuatia
X2y’ P =Sy y? =0

Solutie: Ecuatia este omogend in x, y, ¥’ s1 y”. Se face schimbarea

| zdz

de variabila y=e'"", de unde y’:zej =z s y":ej =z ( z'+z° ). Atunci

ecuatia data devine

X2€2'[Zdz 2€2J.ZdZZZ 2jzdz 2jzdz

(Z'+z° )+ x —5xe !z 4 4717 =0,

: : oo 5 4
prin urmare o ecuatie de tip Riccati z'= 2z +Zz-" cu P(x) = -2,

X x2
5 4 - : . g .
O) = —, R(x) = - —. Se observa ca o solutie particulara a ecuatiei
X b
L 1 g . 1 1
Riccati este z,=—. Vom cauta solutii de forma z=—+—, cu
X X u
/ I u : Y e g
z =——5 —— . Ecuatia va deveni u'+—u =2, liniara si neomogena, cu
X u X

. 1 g :
solutii de forma u=(C +x?)=, C constanti, de unde se obtine
X

X

I . :
u:(C+x2)— sl prin urmare z:i+
X

Atunci obtinem
x C+x

5

[N

y=e * Ctx iar solutiile ecuatiei initiale vor fi de forma

y=C;xV +C , C, C, constante.

2.2.24. Sa se rezolve ecuatia diferentiald
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y'=3y+6y=10
Solutie: Ecuatiei diferentiale liniare si omogene de ordinul 2, cu
coeficienti constanti, i se asociaza ecuatia caracteristici 7 - 57 + 6 = 0,
care are radacini reale si distincte »; = 2 s1 7, = 3. Atunci solutiile ecuatiel
initiale vor fi de forma
y=Ce’* +C,e’*, C;, C, constante.
2.2.25. Rezolvati ecuatia diferentiald
4 _
Wey=0

Solutie: Ecuatia diferentiald de ordinul 4 este liniara si omogena,
avand ecuatia caracteristica ¥ — 1 =0, cu radicinile rio=+1sir;,=+i
Solutiile ecuatiei date sunt atunci de forma

y=Cie" + Cre" + Czcosx + Cysinx, C;, C, C;, C, constante.
2.2.26. Sa se integreze ecuatia

y +2y -y +6y=0
Solutie: Ecuatia caracteristicd atasata ecuatiei liniare §i omogene

de ordinul 3 este ¥ + 2/° - r + 6 = 0 si are radicinile r; = -3 si

1 7 . .
ri3= 5 ti 5 Solutiile ecuatiei initiale sunt

i
_ X 7 7
y=Ce " +e2 (C, c0s7x+C3 sinjx), C;, C,, C; constante.

2.2.27. Sa se rezolve ecuatia
W2y tyr=0

. . . o o 3 2 .
Solutie: Ecuatia caracteristici este ' — 2 + /° = 0 si are
radacinile r; , = 0 si r;, = 1. Atunci, ecuatia initiald are solutiile de forma

y=C;+Cx+Cse" + Cyxe', Cy, Cy, C3, C, constante.

2.2.28. Determinati solutiile ecuatiei diferentiale

yi+dy =

cos2x

Solutie: Ecuatia este liniard si neomogend, de ordinul 2, cu
coeficienti constanti, si determinarea solutiilor presupune parcurgerea a
doua etape:

a. se rezolva ecuatia omogend atasata y” + 4y = 0, care are
solutiile de forma y, = C; cos 2x + C, sin 2x, C;, C, constante;



2. Ecuatii diferentiale de ordin superior 51

b. se aplica metoda variatiei constantelor a lui Lagrange si anume
se determind solutii de forma y(x) = C;(x) cos 2x + C,(x) sin 2x pentru
ecuatia neomogena. Functiile C; si C, se obtin din relatiile

C} cos 2x + C; sin2x =0

- ZC} sin2x + ZC; cos2x = !
cos 2x
Prin urmare C} __1sinix sl C; =l, de unde C;(x)= iln‘cos2x‘ +k;,
2 cos 2x 2 4

C= Ex + k5, k; s k, constante. Solutia ecuatiei initiale va fi de forma

y= (éln‘cosbc‘ +k; )cos 2x + (éx +k,)sin2x.

2.2.29. Sa se rezolve ecuatia diferentiald
7 -3y + 2y =€+ ™)’

Solutie: Ecuatia este liniard si neomogena, de ordinul 2, cu
coeficienti constanti. Ecuatia omogena atasatd y” - 3y’ + 2y = 0 are
solutiile de forma y, = C; " + C, ezx, C;, C; constante. Aplicand metoda
variatiei constantelor, cdutdm pentru ecuatia neomogena solutii de forma
y=C; (x) e+ C>(x) & Functiile C; si C, se determina din relatiile

Cre* +Che®™ =0

3x
' ' e
Clex + 2C2€2x = x
I+e
, 2x ’ e
Se obtine atunci C; =— s1 C, = , de unde rezulta
’ 1+e”* 1+e%*

1 : . . e
C, = —Eln( 1+ )+ k; s1 C, = arctg ¢ + k,. Solutiile ecuatiei initiale

vor f1 de forma

1
y=[- El”(l + er) +k; e+ (arctg e + kg)ez", k;, k, constante.

2.2.30. Rezolvati ecuatia diferentiald
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Zy” _y’_y — 4xe2X
Solutie: Pentru determinarea solutiilor ecuatiei de ordinul 2, liniare
s1 neomogene, cu coeficienti constanti, se parcurg urmatorii pasi:

a. se rezolva ecuatia liniard omogena asociatd 2y” —y’ —y = 0,
1
-—X
careia i se determind solutiile de forma y, = C;e" + C, e 2 , C;, C;
constante.
b. Tinand cont de forma termenului liber al ecuatiei neomogene,
f(x) = 4xe™, se cautd pentru ecuatia neomogeni o solutie particulari de
2. A N o . C e o
forma y, = e”(Ax + B), avand in vedere cd ecuatia caracteristica a

.. e e e . 1 o
ecuatiei omogene are radacini distincte, r; = I sir; = - 5 Coeficientii 4

si B se calculeaza prin metoda coeficientilor nedeterminati, dupd cum
urmeazi: se inlocuiesc in ecuatia initiala y,, y,” = 2e™(4x + B) + 4 ™,
y,” = 4™ (Ax + B) + 44 & si se obtine 54x + 74 + 5B = 4x. Prin

identificarea coeficientilor rezulta 4 = % siB = -%. Solutia particulara

a ecuatiel neomogene date este

2x 4
=e _—
Yy (5

iar solutia ei generald poate fi scrisd sub forma

28
X——)
25)

X
- 28
y(x)=Cie* +Che ? + ezx(éx —3), C;, C, constante.
2.2.31. Rezolvati ecuatia
y=5"=x
Solutie: Ecuatia omogena atasata y’”’ — 5y” = ( admite solutiile

v =C; + Cx + C; e, C;, C,, C; constante. Cum termenul liber al
ecuatiei neomogene este f{x) = x €™, solutia particulard a ecuatiei date
este de forma y, = (4x + B)x’e™, adica Vp = Ax’ + Bx’. Prin metoda

o . : 1 . 1
coeficientilor nedeterminati, se obtine A:—% si B:—5—, de unde

solutiile ecuatiei neomogene initiale sunt

yx)=C;+ Cyx + Cze™ - (3%)63 +5—10x2), C;, C,, C; constante.

2.2.32. Sa se rezolve ecuatia
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y'=2y'ty=xe

Solutie: Ecuatia omogena atasatd y” — 2y” + y = 0 are solutiile
yo = C; e + C,x €, C;, C, constante. In continuare se cautd pentru
ecuatia neomogend o solutie particulara de forma y, = €'(dx + B)x’,
avand Tn vedere cd ecuatia caracteristica atagata ecuatiel omogene are
raddcina / cu ordinul de multiplicitate 2. Aplicand metoda coeficientilor

o . I . : 1
nedeterminati, se obtine 4 = 3 si B = 0. Atunci y, =~¢"x’, de unde

solutia generala a ecuatiei initiale este
X 1 x,3
yv=e (C, + C2x)+§e x”, C;, C, constante.

2.2.33. Sa se rezolve ecuatia
y”=2y’+ 2y = x cosx

Solutie: Solutiile ecuatiei omogene atasate y”’ — 2y’+ 2y = (0 sunt
yo = e (C; cosx + C; sinx), C;, C, constante. Termenul liber al ecuatiei
neomogene este f(x) = x cosx, prin urmare se determind pentru ecuatia
neomogena o solutie particulara de forma

Vp = (Ax + B)cosx + (Cx + D)sinx.
Atunci Yy = (Cx + A + D)cosx + (-Ax - B+ C)sinx
si vy = (-Ax — B+ 2C)cosx - (Cx + 24 + D)sinx.

Prin inlocuire in ecuatia initiald si prin identificarea coeficientilor se
obtine sistemul

A-2C=1
—2A+B+2C-2D=0
24+C=0
—24A+2B-2C+D=0
cu solutiile 4 = i,Bzi,C:—z,D :—1—4, de unde
5 25 5 25
1 2 14
=(Zx +— (Sx 4+ D)si
Vp (5x 25)cosx (5x 25)sznx

si atunci ecuatia data are solutiile

1 2 2 14
=¢ (C, cosx + C, sinx) + (—x +— )cosx - (—x + — )sinx
Y (C, 2 ) (5 25) (5 25)
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unde C;, C, sunt constante.
2.2.34. Sa se integreze ecuatia
vy’ =3y’ - 2y = 10(sinx + x cosx) — 8x°

Solutie: Ecuatia caracteristici 7 — 37 — 2 = 0 a ecuatiei omogene
atasate are solutiile r;, = -1 sir; =2,deciyy) = C; e + Cyxe™ + C; ™,
C,, C, C; constante. Termenul liber este f{x) = 10(sinx + x cosx) — 8,
deciy, = (Ax + B)sinx + (Cx + D)cosx + Ex’ + Fx’ + Gx + H va fi forma
solutiei particulare a ecuatiei neomogene date. Prin Tnlocuire in ecuatie si

dupa identificarea coeficientilor rezultd 4 = g, B=-2C= é , D =-1,

E=4F=-18,G=54,H=-69.

Atunci solutiile ecuatiei initiale vor fi de forma

y=C,e*+ Crxe™ + Cze™ + (gx— 2)sinx + (éx- 2)cosx + 4x° - 18 +

+ 54x — 69, C,;, C,, C; constante.

2.2.35. Si se verifice daca functiile y;, = x° si y, = x’ formeaza un
sistem fundamental de solutii pe orice interval ce nu contine originea $i sa
se construiascd ecuatia diferentiald liniard i omogend cu solutiile
particulare y; si y..

Solutie: Se verificd liniar independenta sistemului de functii, prin
conditia ca wronskianul lor sa nu fie nul pe orice interval ce nu contine
originea.

2 3
X

4
=x" #0 pentrux # 0,
2x 3x°

wly;,y,] =

de unde rezultd ca functiile date formeazd un sistem fundamental de
solutii. Ecuatia care are ca solutii particulare functiile y, = x” si y, = x°
este w/y;, v2, y] = 0, echivalentd cu

XX y
2x  3x? y’ =0
2  6x y”

de unde se obtine ecuatia diferentiala de ordinul 2, liniara si omogena, cu
coeficienti variabili

X’y —4xy + 6y =0.
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Solutiile generale ale acestei ecuatii sunt de forma y = C;x°* + C,x°, C; si
C, fiind constante.

2.2.36. Sa se integreze ecuatia
Xy = 4xy’+ 6y = 2x°
Solutie: Pentru a determina solutiile acestei ecuatii diferentiale de
ordinul 2, liniare $i nemogene, cu coeficienti variabili, se rezolvd mai
intdi ecuatia omogena atasata x’y” — 4xy’ + 6y = 0. Conform problemei
anterioare, solutiile acestei ecuatii sunt de forma y = C; ¥+ G x3, C; si
C, fiind constante. In continuare, aplicand metoda variatiei constantelor,
se cautd solutii de forma y = C;(x)x’ + Co(x)x’. Functiile C; si C; se
determina din relatiile
Cb’xg-+—C§’x3==0
2C; x+3C, %" = 2.
Rezulti atunci ¢a C;” = -2x" si C,” = 2x'2, de unde C; = -2In x + k; si

2 . ..
C, = ——+k,. Solutiile ecuatiei date vor fi de forma
X

y=k,x? +kyx’ = 2(Inx+1)x*, k; si k; fiind constante.

2.2.37. Sa se determine ecuatia liniard §i omogena care admite ca
.. . .. 2 Ix .
solutii particulare functiile y; = 1, y, = ¢™ cos x, y; = € sin x.

Solutie: Se aratd ca sistemul de functii este liniar independent, de
unde rezulta ca este sistem fundamental de solutii al ecuatiei

Wiy y2 y3 ¥] =0,
care este wronskianul functiilor y;, y,, y3;, y. Ecuatia va fi echivalenta cu

1 e cosx e sinx h%
—2x -2x —2x -2x . '
0 —2e “"cosx—e " sinx e “Tcosx—2e “Tsinx y _0
_ _ . _ _ . | ’
0 3¢ cosx+4e Fsinx —4e T cosx+3e Fsinx y
-2 -2 . -2 -2 . 22
0 —2¢ “Fcosx—1le“"sinx 1le " cosx—2e “*“sinx y

obtinandu-se in final ecuatia diferentiald de ordinul 3, liniara i omogena
v’ H+4y”+ 5y =0.
Solutiile generale ale acestei ecuatii sunt de forma
y=C,+e™ (Cycos x + Cssinx), C;, Cs, Cs constante.

2.2.38. Sa se integreze ecuatia
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2

xy » +y) :x
Solutie: Se considerd ecuatia omogena atasata xy” + y’ = 0, care
n ]
mai poate fi scrisd si sub forma y—’:——si care conduce prin doud
y X

integrari succesive la solutia y = C; Inx + C,. Pentru a determina solutiile
ecuatiei neomogene date se aplicd metoda variatiei constantelor. Luam
y = Ci(x) Inx + C,(x), functiile C; si C, obtinandu-se din relatiile

CI’II’ZX+C2’:0

C] '—=x.
X
I
Rezulti ci C;” = x* si C;° = x° Inx, de unde C, =?+k1 $i
3 3
C, = —7111 X+ o + k,. Prin urmare, solutiile ecuatiei initiale sunt
3 3 3

y= (x?+k1)lnx —x?lnx+%+k2, k; si k, constante.

2.2.39. Rezolvati ecuatia diferentiala
(1-x)y”—xy’ + 9y =0

Solutie: Facand schimbarea de variabild x = cost (sau x = sint)
ecuatia se reduce la o ecuatie liniard omogena. Prin urmare dx = -sint,
, dy dydt 1 dy

= D

dc dtdx  sint dt ’

d I dy dt  costd 1 d’
V= (— S SR S

Cdt sintdt dx sindtdt sin’t di?

Inlocuind in ecuatia data se obtine ecuatia diferentiala de ordinul 2,
liniard si omogena,
2

dy
—2+9y:0,

dt
cu solutiile y = C; cos3t + C,sin3t. Atunci, solutiile ecuatiei initiale sunt

y = C;cos3(arccosx) + C,sin3(arccosx), C;, C, constante.

2.2.40. Sa se integreze ecuatia diferentiald
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X7y ey H(x? - é)y =0

Solutie: Facand schimbarea de functie y = — rezulta

\/_
, 2Z'x—z Si y'= 2x(2xz"+z") = 3(2xz' Z)
g 2x/x 4x°\x

Prin inlocuire in ecuatia datd se obtine ecuatia diferentiald de ordinul 2,
liniard §i omogend, z” + z = 0, cu solutiile z = C; cosx + C, sinx.
Revenind la schimbarea de functie facutd, rezulta solutiile ecuatiei intiale

y= \/_(Clcosx+C2smx) , C;, C, constante.
2.2.41. Sa se rezolve ecuatia diferentiald
xy ' —(x+1)y’ - 2(x—1y =10
stiind ca admite o solutie particulard de forma y, = €, re R.

Solutie: Pentru inceput determindm solutia particulara, prin

calcularea valorii lui ». Avem y’ = re”™, y” = r’¢™ si prin inlocuire in
ecuatia dati se obtine relatia x(** — r — 2) — r + 2 = 0, de unde,
identificand coeficientii, rezultd » = 2. Dect y, = ¢™ este solutia

particulard a ecuatiei date. In continuare, facand schimbarea de functie

2 4 ) ’2 2 » )’2 ,2 2 s b
y =ze", rezultd y’ = z'e™ + 2z¢™, y” = z"e™ + 4z°¢™ + 4ze™, iar prin

inlocuire 1n ecuatia datd se obtine ecuatia xz” + (3x — 1)z’ = 0, care mai

14 !

..z 1 dz ) )

poate fi scrisa —=—-3 sau —=(——3)dx si care are solutia
zZ' X z X

3x : 1 _ . .
z’=Cixe™. Atunci z = —§C1(3x +1)e At C,, de unde solutiile ecuatiel

initiale vor fi
y= _écl(.?x +1)e " + C2e2x, C,, C, constante.

2.2.42. Sa se rezolve ecuatia
X (Inx-1)y” —xy’ +y=0,
stiind ca admite solutia particulara y, = x.

Solutie: Cunoscand o solutie particulara a ecuatiei, se face
schimbarea de functie y = zy,, in cazul de fatd y = zx. Atunci y’=z'x + z
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siy” =z”x + 2z’. Inlocuind in ecuatia dati, se obtine ecuatia diferentiald
cu variabile separabile
z" 2lnx -3

3 » 2 s’
x(Inx-1)z"+x2lnx-3)z’=0say —=————.
( )z ‘ )z A x(lnx—1)

Inx—1

2
X

variabile separabile, de unde, prin integrare, rezultd in continuare ca

z=—C, ian+C2, cu C;, C, € R. Revenind la schimbarea de functie
X

Dupa o prima integrare se obtine z'=C, , care este tot o ecuatie cu

efectuata, solutia ecuatiei initiale va fi

y=-C;Inx+ C,x, C;, C;constante.

2.2.43. Rezolvati ecuatia diferentiala
Iy’ + 2y’ -y =10
Solutie: Se face schimbarea de variabili x = #. Se obtin relatiile
Ay _dy dt I dy
de dt dx 2t dt
ood( L dy)di_ 1 dy 1 dy
Y dt(Zt.dtj.dx_ 42 dt 4 d

Dupa inlocuirea acestora in ecuatia datd rezultd ecuatia liniard
omogena de ordinul 2 cu coeficienti constanti

dzy
dt’

avand solutia generala y(t) = C;e' + Cre”, C;, C, constante. Atunci solutia
generald a ecuatiei date va fi

yx) =C, e& + C, e_&, C;, C, constante.
2.2.44. Determinati functia - R— R derivabila pe R astfel incat
f&) =f"(-x), VxeR.
Solutie: Se deriveaza relatia datd de douad ori si se substituie

x prin — x. Tinandu-se cont de egalitatea data se ajunge la ecuatia liniara
omogena de ordinul 4 cu coeficienti constanti

/7 ) fix) =0
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cu solutiile f(x) = C; ¢ + C,e* + Cscos x + Cysin x, Cp, C,, C3, Cy
constante. Prin inlocuire in relatia data se obtine C; = C; si C; = 0.
Functiile cautate vor fi

R R, fix) =ki(e" + ) + kysin x, k;, k; constante.
2.2.45. Sa se rezolve problema Cauchy

(xL)—xy=0
Y
y(1)=2,y'"(1)=0

. L : dx :
Solutie: Dacd notam x = ¢, obtinem dx = €'ds sau ds =— . Atunci
x

dy _ldy . d’y_ 1 d’y dy

d
Ecuatia devine —(— =
dx xds ’ dx? ( e ( )

ds’ ds ds yds

Facem schimbarea de variabild y = ¢>™, de unde @ —e %8 il4 4z _ 2).

ds ds
. . d’z dz .d’z  dp .
Prin urmare obtinem —=e . Cum —=p, rezulta — =p—,—. Atunci
ds ds ds dz
d : o : T
pd—p e”, care este o ecuatie cu variabile separabile, cu solutia implicita
'z

p’ =2¢ + C, C constant. Din conditiile initiale rezulta C = 0, de unde se

obtine p° = 2¢° sau (%)2 =2e”, si mai departe %zi 2e® . Atunci
s s

2e 2 =-+2Inx+C, C constant. Dar y=e?"%e? de unde e 2=

xf

—=C—~/2Inx. Din conditiile initiale, cum y(1) = 2,

Rezulta atunci

x(

obtinem C = V2. Solutia problemei Cauchy va fi
2

xz(l—lnx)2

y:

2.2.46. Sa se rezolve ecuatia diferentiala
Xy =3xy +35y=0,x>0

Solutie: Se face schlmbarea de variabila x = ¢, cu s = Inx si

2
Avem atunci Q:id_y si Q_i( d— e ) Ecuatia initiald se va
dx xds dx? ds’ ds
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2
scrie sub forma d_y —4= dy
ds? ds

ecuatie de ordinul 2, liniard $i omogena, cu coeficienti constanti, cu

+5y=0 sauy” — 4y’ + 5y = 0, care este o

solutia y = e?S(C ;coss + C,sins ), de unde rezultd solutia ecuatiei date
y= xZ(CI cos Inx + C,sin Inx), C;, C, constante.

2.2.47. Sa se integreze ecuatia

xzyy"+x2y’2—2xyy': 0

Solutie: Fie x = ¢ si s = [nx. Atunci, cum y—iﬂ si
x ds
2 2
”:i(d——d—) se obtine yd—y—.?y@ (dy) =(). Daca notam

ds® ds ds? ds ds
. dp . . . 7}
y' = p, atunci "= p—p si ecuatia devine yp—p— 3yp+p’=0.
dy dy

Distingem doua cazuri:

a. dacd p = 0 rezulta y = constant;

b. daca p # 0 atunci yd—p—3y+p=0 sau y(d—p—S):—p, de
dy dy

_dp 1 Do <
unde rezultd d—+— p=3, care este o ecuatie liniard neomogena, cu
y oy

: 1
solutia p=( %C + ; y© )—. De aici rezulta ecuatia cu variabile separabile
y

2y
y2 +C
schimbarea de variabild facutd, obtinem solutiile implicite ale ecuatiei
initiale

= 3ds, cu solutiile ln(yz + C) = 3s + (1, de unde, tindnd cont de

yZ +C = C1x3 , C, C; constante.

2.2.48. Sa se rezolve ecuatia

X’y + Sxy+ 4y’ =Inx, x> 0

Solutie: Se inmulteste ecuatia cu x si se noteazd x = ¢'. Se obtine

. 1 dy 1 d’y 1 d°y d?y _dy
s =Inx s1 y'=—", —(—5— V' =— ——3— 2—=).

LY=o y'= 0 2 S) V== P )
Ecuatia initiala va deveni 0 ecuatie diferen‘glala de ordmul 3, liniard si
neomogena, de forma
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d’y d’y d
f+2 ;}+—yzses sauy’”’ +2y"+y’ =sé',
ds ds® ds
cu solutia generala y(s) = C; +C,e” + Csse”. O solutie particulara este de
forma y, = ¢€'(4s + B), de unde prin inlocuire in ecuatie rezulta

1 1 . 1 : . ..
A=—,B= —5 deciy, = 7 e’(s — 2). Atunci, solutia ecuatiei date este

y=Ci+Cy ! C3l”—x+ ¥(Inx=2), C;, C, Cs constante.

2.2.49. Sa se rezolve ecuatia diferentiald
GBx+2%y"+7CBx+2)y =-63x+ 18

Solutie: Facem schimbarea de variabild 3x + 2 = ¢, de unde

e’ =2 . ds 3 . : , 3 dy .
X = s —= . Atunci se obtine y'= — i
3 dx 3x+2 3x+2ds
9 d’y d

4 =~ ). Inlocuind in ecuatia datd rezultd ecuatia de
(3x+2)° ds? ds

ordinul 2, liniara §i neomogena 96; Y12 Zy —21e’ +60. Ecuatia
S S

4

liniarda omogena atagata 9y~ + 12y’= () are solutia y, =C, + C,e 3 S, 1ar

o solutie particulara a ecuatiei neomogene este de forma y, = 4e’+Bs+C.

Prin inlocuire in ecuatia neomogend si identificarea coeficientilor se

obtine 4 = -1, B =5 s1 C = 0, de unde rezulta ca solutia ecuatiei liniare si
4

——s

neomogene va fi y=C, +C,e 3 —¢’ +5s. Revenind la schimbarea de
variabila facuta, obtinem solutia ecuatiei initiale
4
y=C,+Cy(3x+2) 3 -

, C;, C, constante.

2.2.50. Rezolvati ecuatia diferentiala.

W=yt
Solutie: Derivand ecuatia initiala rezultd y’ y” + yy’"" =2y’ y”, de
unde se obtine y_" A s1 mai departe relatia y” — Cy = 0, C > 0, care
yoy

este o ecuatie diferentiala de ordinul 2, liniara si omogena, cu coeficienti
constanti, si ale carei solutii sunt
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Cx -JCx
D C]:

y=Ce +Ce C, constante.

Inlocuind solutiile obtinute in ecuatia initiala, se obtine urmatoarea relatie
intre constante 4C C; C, = I, de unde rezulta

1 1
—x —
2Jc,c 2Jc,c

y=Ce V1" +(Che =2 C;, C, constante.

2.3. Probleme propuse

Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale si probleme Cauchy:

2.3.1. y'=0")
Raspuns: y = —ln‘x + c]‘ +¢,,c;,C, = Const.
2.3.2. yo2y" =0
3 2
X X

Rispuns: y =c,e”* +c, s + c37+ cyx +c5,01,6,5,C3,64,C5 = CONSL.

2.3.3. y oy =1
2 7 4 2
Raspuns: x:t—+c],y:t—+czt—+c3t—+c4,c],cz,c3,c4 =const.
2 105 8 2
2.3.4.
y( =¥ —x

¥0)=3,y"(0)=1
Y'(0)=0,y""(0)=1

5 2
X X
Rispuns: y=¢* ———-—+2
puns: .y 120 2
2.3.5. x=y"+u")
x=t+t
Ra : 1 R = )
aspuns :i/ +it5 +(—+c1)t3 Fet+c, teR, c;,co=const
28 20 6
2.3.6. shy”+y” =x
x=sht+t
Raspuns: t° -2 3 teR, ¢;,co=const.

y= Sht+£cht—ish2t+t—+cjt+cz
2 2 8 6
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2.3.7. y=yl+ )]
Rispuns: y=tarcsine™ ! +c,,c;,c, = const.
": fln !
2.3.8. { rem
¥0)=0y(0)=1

Raspuns: y = x.
2.3.9. Sa se integreze ecuatia diferentiala a cercurilor din planul xOy

rry 3 ' "2
=3y

2
I+y

Raspuns: (x—c1)2 +(y—02)2 205,01,02,03 = const.

2.3.10. Determinati integrala generald a ecuatiei diferentiale a
hiperbolelor din planul xOy

W) =3y =0

< c
Raspuns: y=c;x +c¢, +ﬁ,c],cz,c3,c4 = const.
— ¢y

2.3.11. Fie ecuatia diferentiald yy’y” = (v’)’ + (y”)°. Determinati curba
integrala din planul xOy, ce trece prin punctul O(0, 0) si este tangenta la
dreapta de ecuatie x +y = 0.

Rispuns: y=1-¢", y=-1 +¢™.
2.3.12. Y= 3x’y"— 6xy =0

3 3
Raspuns: y=(¢; +cje Y dx)e* ,c,c; =const.

2.3.13. Xy +xy +y=0

Raspuns: y =c¢; sin(ln‘x‘ —c,),c;,c, = const.

2.3.14. xXy” = 3xy’ +2y =0

Rispuns: y = cl(—x)2+& + 02(—x)2_*5,cl,02 = const.
2.3.15. (1+x)°’y” = 3(1+x)y’ + 4y = (I+x)’

Raspuns: y=(¢c; +c, ln‘1+x‘)(]+x)2 +(]+x)3,c],c2 = const.

2.3.16. (x=2)°y"=3(x=2)y'+4dy=x
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Rispuns: y=(x-2)°(c, Zn‘x—Z‘ +cy)+ x—%,c],c2 = const.

2.3.17. by + Ay +y =0
N
Raspuns: y=¢ ° (¢; +c¢,x),¢c;,c, =const.

2.3.18. Y13y + 12y =0
Rispuns: y =c; + c; " + ¢; '™, ¢;, ¢, ¢; = const.
2.3.19. Y+ wy=0,0>0

Raspuns: y = ¢; coswx + ¢, sinwx, c;, ¢; = const.
{ V'+2y'-3y =0

2.3.20. :
y0)=1y(0)==3

Rispuns: y = ¢

2.3.21. V'+y'tgx = sin2x
Raspuns: y=c;sinx —x— Esin 2x+c,,c;,cy =const.

2.3.22. V'+y = ! ,cos82x >0

cos 2x~/cos 2x

Raspuns: y=c;cosx+c,sinx —+/cos2x,c;,c, = const.

2.3.23. v+ 2y'+ 7y =10
Rispuns: y = ¢ (c; cos~[6x + ) sin\/gx),cl, c; = const.
2.3.24. v+ 8y + 16y =0
Raspuns: y = (¢; + c;x)cos2x + (c; + ¢ x)sinx
2
2.3.25. Y69y = 2% * fx 2
X

< 1
Rispuns: y = (¢, +c,x e +;,c1,cz = const.

2.3.26. y'=3y"+3y —y=20
Raspuns: y = (¢; + c;x + 03x2)ex, Cj, €3, C3 = const.
2.3.27. y'+ 3y +5y=0
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3
g 5% 11 . N1
Raspuns: y=e “ (¢ cos7x+c2 smTX),c],Q = const.

2.3.28. x3y”’+xy’—y =0

Raspuns: y =x(¢; +c¢, ln‘x‘ +c3 lnz‘x ).c;,¢5,c3 =const,x # 0.

2.3.29. yl—y=x3 -1

Raspuns:
X

- 3 3
y=ce +e ?(c, cos7x+c3 Sin7x)—x3 —5,¢;,¢,,¢c5 =const.
2.3.30. vy —20y™ )7 =0

- c;Xx+c
Réaspuns: y = —I—ZZn\cjx + 02\ +c3x+c¢y,cp,C,5,03,C4 =CONSL.
Cy

2.3.31. Sa se verifice daca functiile y;, = x si y, = x° formeaza un sistem
fundamental de solutii pe orice interval ce nu contine originea §i sa se
construiasca ecuatia diferentiala liniard si omogena cu solutiile particulare

Y1 iy
Rispuns: x’y” —2xy’ + 2y = 0.
2.3.32. Xy = 2xy’ 4+ 2y =x",x#0
Rispuns: y = c;x + c;x° + len(‘x‘ -1), ¢;, ¢, = const.
2.3.33. Sa se determine ecuatia liniard si omogend care admite ca solutii
particulare functiile:
a.y; = Sin X, y, = COS X,
b.y,=¢e",y,=¢", y3= ™.
Raspuns: a.y” +y = 0,
b.y’”"=2y"—y + 2y =0.
2.3.34. xXy” —xy’=3x
Raspuns: y =¢; + czxz + x3, Cj, C» = CONSL.
2.3.35. v’ + @’y =Asingx,o > 0, 4, geR

Raspuns: a. dacd g = w, atunci y = ¢; coswx + ¢, sinwx - 2—xcosa)x, cy,
w

Ccy; = const;



86 Ecuatii diferentiale si cu derivate partiale prin exercitii §i probleme

b. dacd g # w, atunci y = ¢; coswx + ¢, sinwx +

C, C> = const.
2x

2.3.36. Yy +5y=-"C

xeR—{ L vknkez)
COS X 2

Raspuns:
y=e"*(c;cosx+cysinx)+ ezx(cosxln‘cosx‘ + Xxs8inx),c;,c, = const.
2.3.37. y”+ y=xsinx

2
< : x X .
Raspuns: y =c;cosx+c, Slnx—jcosx+zsmx,cj,cz = const.

2.3.38. vy’ - y=shx

1 1
Rispuns: y = (¢; +Z x)e" + (c; +Z x)e™, ¢, ¢, = const.

2.3.39. y ¥ =3y —dy =x7 + I+ & + 4cosx
Raspuns:
2
_ . X .
y=ce + e + ¢;cosx + ¢y sinx + e 4~ Zxsinx,
50 4 8 5

cj, C2> = const.
2 H_ !/ —
2.3.40. {x Yimwyhy = 2x
y(1)=0y'(1)=1
Raspuns: y =x Inx(Ilnx + 1), x >0.
y'=y'cosx + ysinx =0

2.3.41. .
y(0)=1y (3)=0

sin x

Raspuns: y(x)=¢e""".

2.3.42. {XZy "y = 4%’
y(1)=0,y'(e)=3e

Rispuns: y(x) = x° Inx, x > 0.

2.3.43. Y=y +ey=10
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Raspuns: y(x) = c; cos €' + ¢, sin €', ¢;, ¢; = const.
2 M

e "_ 2 _

2.3.44. {xy +3y"-x"y'=1

y(1)=1y(1)=-1

% 1

Raspuns: y(x)=—.

X

2.3.45. {y” cosx—2 y'bzin x—1=0
¥0)=1y'(0)=0

Raspuns: y(x) = sinx igx + cosx.
2.3.46. T —
1

Raspuns: y =c¢; x(Inx- 1) +E X+ éxz +cyx + ¢z, ¢y, €, C3 = CONSL.
2.3.47. 18xy” + 9y’ +2y =10

2 2
Raspuns: y(x) = ¢; COSE\/; +c, singx/;, c1, C; = const.

2.3.48. A (1=2)y -2y =0
X

stiind ca admite solutia particulara e™.

Rispuns: y =c¢; (x’ = 2x + 2) + ¢, €”, ¢;, ¢; = const.

2.3.49. G+ 1Dy +3x+ 1Dy + @+ Dy=6Inx+1)
Raspuns: y(x) = (x + 1) [c;, + c; In(x + D+ I’ (x + 1)], ¢;, ¢ = const.
2.3.50. Fie ecuatia diferentiala

y’- 2x y =- a v,aeR
x?+1 X2l '

Determinati valoarea parametrului a astfel incat ecuatia sa admita ca
solutie nebanala un polinom. Rezolvati ecuatia stiind cd admite un
polinom de gradul I ca solutie particulara.

- . 2
Raspuns: a = 2siy(x) =c; x” + c;x— ¢y, ¢;, c; = const.
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Capitolul 3. SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE

3.1. Consideratii teoretice

Sistemul de ecuatii

dy

L = (XY, Y200 V)
dx

dy

_d2 :fZ(x)y]’yZ""’yn)
X

dy,

= (XYY V)
dx

unde f, f5 ..., fox D— R sunt functii continue pe D, Dc R"" fiind un
domeniu, iar functiile necunoscute y;, ¥, ..., y»* [a, b]— R sunt derivabile
pe domeniul lor de definitie se numeste sistem de ecuatii diferentiale de
ordinul 1.

3.1.1. Reducerea la o singura ecuatie de ordin superior

Fie sistemul

dy
L= [y Yy V)
dx
dy
: =f2X Y1, Y200 V)
dx
dy
T (VYY)
X
si presupunem ca functiile f;, 5, ... , f, au derivate partiale continue pana

la ordinul # — 7 1n raport cu toate argumentele.

Prin derivari succesive si renotari ale functiilor nou obtinute rezulta
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dy
d—;:fz(x’yl:bw-,yn)
d’y
; L= F(x,y,52000)
X
dn;.]..).} ....................................
dx"_/ =F, (%Y 1,Y20 V)

Considerdm sistemul in necunoscutele y;, y,, ..., y, si determinam

2 n—1
: dy; d d
aceste necunoscute in functie de x, a4 L 1 1

3 e ; Suntem
dx dx dx"

condusi la

dy dn—]y
——=D(x,y,, L., _]1
dx" dx dx"

deci functia y; satisface o ecuatie diferentiala de ordinul 7.

)

3.1.2. Sisteme simetrice, combinatii integrabile

Fie sistemul de ecuatii diferentiale

dy;
dx

O combinatie integrabila a sistemului este o ecuatie diferentiala
care este o consecinta a ecuatiilor sistemului dar care este integrabila, sau
care printr-o schimbare de variabild devine integrabila. Ea permite ca prin
integrare sa se obtind o ecuatie

=filX Y1 Y20 Y )i i =1, 2,0

D, vy, Vs, ..., ¥a) = ¢, ¢ constant
care se numeste integrala prima a sistemului.

Daca presupunem cd am determinat & combinatii integrabile ale
sistemului, le-am integrat s1 am obtinut integralele prime

(D1(X,y1, Y20V ) =€)
J Dy(X,Y1, Y250 Vn) =€

D (X, Y1, Y25 Yn) =Cy
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Daca
D(®D,;,d,,.»0
(P, P, k) 20
D(yjl’ij)""yjk)
unde y;, i = 1, 2, ..., k sunt k functii necunoscute, atunci este posibil sa

se determine aceste functii in functie de celelalte. Se va obtine un sistem
de n - k ecuatii cu n - k necunoscute.

Pentru gasirea combinatiilor integrabile este adesea convenabilad
folosirea formei simetrice a sistemului. Aceasta este:

dy, _ dy, _ dy, _ dx
PUX Y V0 ) QXY V) Pu( X, Y10 Vu)  Po(X,Y1ss V)

unde

Qi(X, Y10 V) .
fi(X, Y]y, ) =— ! " i=12.., n.
Po( X, Y1sees V)

3.1.3. Sisteme diferentiale liniare

Forma normald a unui sistem /iniar de n ecuatii diferentiale de
ordinul 1 este

dy. &
i Ya;(x)y;+ fi(x)i=12,.,n,
dx 5

unde functiile a;;: [a, b] > R s1 fi: [a, b — R sunt continue.

Daca toate functiile f; sunt identic nule, atunci sistemul se numeste
omogen.

Notand

vy

Vi fi ap;; dp - 4y dx

dy

a a . a 2
¥ - Y2 Fo /> q=|%a 42 2n %:E
Yn fn App  Qp2 - py dy_n

dx

obtinem forma vectoriald a sistemului
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d—Y:AY+F.

dx
Pe multimea functiilor vectoriale Y: /a, b] — R" derivabile pe [a, b]
definim operatorul L prin

L(Y)= ar _ AY
dx
Solutia generald a unui sistem de ecuatii diferentiale liniare
neomogene cu coeficienti continui pe /a, b/ este suma solutiei generale a
sistemului omogen corespunzator cu o solutie particularda a sistemului
neomogen.

Deci solutia generala a unui sistem neomogen are forma
n
Y=>¢Y +Y,,
i=1

unde Y, Y5, ..., Y, sunt n solutii liniar independente ale ecuatiei L(Y) = 0,
cu coeficientit a;: [a,b]— R functii continue pe /[a,b/ si combinatia
liniara

n
Y=>2c¢7,
i=1

cu ¢, i = I, n constante, este solutia generald a sistemului de ecuatii
diferentiale liniare si omogene. Y; Y, .., Y, formeaza un sistem
fundamental de solutii. ¥, desemneaza o solutie particulard a sistemului
neomogen.

3.1.4. Sisteme de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti
constanti

Fie sistemul de ecuatii diferentiale

dy, &
L — a:v.+ 71.(x ’i:]’n
dx jzzl Vi + i)

unde a; sunt numere reale sau complexe.

Pentru gasirea solutiei generale a sistemului omogen corespunzator
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dy] 1

L L = a

x ]Z=1 1Y)
dy, C
—==>a

dx /Z:I 2; Y
dy, 2

_— a.. -

se foloseste metoda valorilor proprii.

Ecuatia caracteristica a sistemului este

a;; -k a;, .. a;
aj a22—k ar, —0
a,; a,, .. a,, —k

Cand radacinile sale k;, i = I, n sunt distincte atunci se obtin n
solutii ale sistemului

ygi) = bj(-i)ekixj =1n

Folosind notatia vectoriala

Y _ 4y
dx
cautam solutia sub forma:
b,
Jex b,
Y =De™, unde D =
b

Ecuatia caracteristica
det(A - kI,) = 0

are drept solutii valorile proprii ale matricei 4. Cand aceste radacini £,
i = 1, n sunt distincte atunci obtinem 7 solutii liniar independente

Y, =Dk i=1n

unde
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(i)
b}’
(i)
pli) _| b3
p(t)
n
Solutia generald a sistemului de ecuatii diferentiale liniare si
omogene este

n . .
Y = ZciD(’)ek’x
i=1
unde ¢;, i = I, n sunt constante arbitrare.

Cand ecuatia caracteristicd are coeficienti reali si raddcina
complexa k; = d + ig, careia 1i corespunde solutia complexd a sistemului
b; = b;’ +ib;”, i = 1, n, atunci solutia complexa a sistemului de ecuatii
diferentiale se poate scrie trigonometric:

Y = (e [b) cos gx —b; singx +i(b; cos gx+b, singx)],..

.,edx[bn cosgx—>b, singx+i(b, cosgx+b, singx)])
Aceasta, conform observatiei facute in paragraful precedent, se reduce la
douad solutii reale, prin separarea partii reale si a partii imaginare, dupa
cum urmeaza:

Y = (e™ (b, cos gx —b, singx),....e™ (b, cos gx—b, singx))

Y = (e (b, cos gx + b, singx),....e™ (b, cos gx +b, sin gx))

Cand ecuatia caracteristicd are radacina k; multipld de ordinul p,
atunci sistemul de ecuatii diferentiale are solutiile

v1=0,(x)e
Y2 = Qz(x)eklx

Vp =0, (x)e"T"

unde Q;, i = 1, n sunt polinoame de grad cel mult p - / ai caror coeficienti
se determind ca fiind functii liniare si omogene de p constante oarecare
Ci, €25 oey Cp.
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3.1.5. Stabilitatea solutiilor sistemelor
Fie sistemul de ecuatii diferentiale de ordinul 1
dx;
dt
in care interpretam variabila independenta ¢ ca fiind timpul, €/, o), iar
(x5, X3 ..., X,) ca fiind coordonatele unui punct M dintr-un domeniu D.

Presupunem ca functiile f; sunt continue si au derivate partiale continue
pe domeniul lor de definitie, in raport cu fiecare argument.

= fi(t,x;,X5,..,x, ), i=1n

Fie conditiile initiale x,(¢) =x,", i = I, n si solutia sistemului
X = (x5, X3, ..., X)

punand in evidenta ca aceasta satisface conditiile initiale prin notatia
X; = xi(t,‘to,x?,xg,...,xg),i =1,n.
Un astfel de sistem este des Intdlnit In mecanica si se numeste miscare.

Pastrand momentul initial #, fix se poate schimba pozitia initiala

0 0 0 0 0 0 . . - .
Mo(x;’, x3°, ..., X ) cu No(yvi', 2, ..., ¥n ). Se obtine atunci o noua solutie a
sistemului, adica o altd miscare

Y =(y, (419,970,350 V0 Do V(L1 Y1, 95 e Vi ).

Pentru a studia abaterea celei de a doua miscari de la prima se
foloseste notiunea de stabilitate dupa Liapunov.

Miscarea definitd de relatia anterioara se numeste stabila dupa
Liapunov daca la orice numar ¢ > () se poate asocia un numar pozitiv o(¢)
astfel incat pentru orice ¢ > ¢,

<&

0 0 0 0
Xi(tt), %) X, ) =X (880, V] ees V)

pentru datele initiale astfel luate ca |y’ —x”| < 8(& ), pentru orice i = I, n.

Miscarea se numeste instabila daca ea nu este stabila, prin urmare
daca existd un numar & > 0, un moment ¢ = 7 si un indice i astfel ca
pentru orice numar pozitiv 0 sa avem

0 0 0 0
Xi(8 8, X)Xy ) =X (680, V] s ¥y ) 2 &g

desi avem ‘y,? —x,(()‘ <d,k=1n.
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Teorema de stabilitate a lui Liapunov. Daca existd o functie
diferentiabild v(x;, x,, ..., x,) numita functia lui Liapunov care satisface
conditiile urmatoare in vecinatatea originii

(1) v(x;, x3, ..., x,) =20 s1v =0numai pentrux; =0,i =1, 2, ..., n, adica
dacd v are un minimum strict 1n origine

dv & :
(2) ?:: Z(j—vfi(t,x,,...,xn) <0 pentru t > ¢, , atunci punctul x; = x, =
i=1

.. = x, = 0 este stabil.

Miscarea definita de

Y=(p,(t:tg, 90,95 b0 ) vu(titg, ¥0 35,90 ).

se numeste asimptotic stabila daca

=0

; . 0 0 . 0 0
lim\x;(t;ty,x;,..x, )=x;(t;ty), v, ., ¥, )
t—>0

pentru datele initiale luate astfel ca |y! —x’| <&, 0 > 0.

In caz contrar, miscarea este asimptotic instabila.

Teorema de stabilitate asimptotica a lui Liapunov. Daca existd o
functie Liapunov diferentiabila v(x,, x, ..., x,) care satisface conditiile

(1) v(x;, x5, ..., x,) are un minimum strict in origine, v(0, 0, ..., 0) =0

(2) derivata functiei v, calculatd de-a lungul curbelor integrale ale
sistemului dat

dv & ov
—=Z—f(t,x],x2,...,xn)ﬁ0
si pentru
G 2o <2
dxi26°20t2T)2¢,
i=1
derivata
dv
—<-4<0
dt
unde [ este o constantd, atunci punctul x;, = 0, i = I, 2, ..., n este

asimptotic stabil.
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Teorema de instabilitate a lui Chetayev. Daca existd o functie
diferentiabild v(x;, x,, ..., x,) care satisface urmatoarele conditii intr-o « -
vecinatate Tnchisa a originii
(1) intr-o vecinatate U oricat de mica a originii existda o regiune, (v > 0),
in care v > 0 si v = 0 Intr-o submultime a frontierei regiunii (v > () din U,
(2) in regiunea (v > () derivata

dv & Ov

—=> —fi(t,x;,...,x, ) >0,
n ;axifl( I )

- : : dv :
si In regiunea (v > @), a > 0, derivata - > >0, atunci punctul x; = 0,
t

i=1,2, .., n, este stabil pentru sistemul dat.

Aceste teoreme se pot folosi pentru studiul stabilitatii oricarei
migcari, deoarece investigarea stabilitatii solutiei
Xi=xit),i=12,..,n
a sistemului de ecuatii
dx;
dl = fi(t,x;,...,x, ) i=12,..n
t

poate fi redusa la investigarea stabilitatii solutiei banale (0, 0, ..., 0).

3.2. Probleme rezolvate

3.2.1. Sa se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale

dy, _

Ix =Y
dy, _

dx ==V

Solutie: Sistemul are urmatoarea familie de solutii:

y;=cjcos(x—c,)
unde c;, ¢, sunt constante.

Yy ==¢;sin(x—c;)
Privind pe x drept parametru se obtine familia de cercuri concentrice cu

A .. . . . 2 ..
centrul in originea sistemului de coordonate xOy din R®, de ecuatii

2 2 2
yity;=¢.
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3.2.2. Sa se rezolve sistemul

dx y
dt
d
dy _ .
dt
. A . s : : d’x dy
Solutie: Derivand prima ecuatie in functie de 7 obtinem ——-= m
dt t
: . : _d’x . d’x
si folosind a doua ecuatie rezulta 7 =x, deci d—2 —x=0, care este 0
t 4
ecuatie diferentiala de ordinul 2, liniard si omogena. Ecuatia caracteristica
¥ — 1 = 0 are radacinile », = -1 §i , = I, deci solutiile ecuatiei
diferentiale sunt x = c,e’ + c,e”". Folosind prima ecuatie gisim
dx t ~t
y= E =c,e —cye ,cj, C;constante,

determinand astfel y fara integrare. Daca l-am fi determinat integrand
ecuatia a doua cu x cunoscut, rezulta solutia

y=ce —c,e” +c¢;
si verificand prima ecuatie obtinem c; = 0.

3.2.3. Sa se rezolve sistemul

&_
ar
Y_,
dt
%-x-
dt Y

Solutie: Adunand membru cu membru ecuatiile sistemului obtinem

dx ﬂ+%:0, deci i(x+y+z):0, aceasta fiind o combinatie
dt dt dt dt

integrabila a sistemului dat. Integrala prima corespunzatoare este:

X+ y+z=c¢,c;constant.

Inmultind acum prima ecuatie cu x, a doua cu y, a treia cu z si

A . dx d dz .
adunand se gaseste xz + yjy +z— =0, ceea ce este echivalent cu
t t t
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%(x2 +y2 +2%)=0,

avand integrala prima
)cz-i-y2 + 77 = C).
Tinand cont de cele doud integrale prime obtinute
X+y+z=c
{xz +y? 427 =¢,

se poate obtine x = f{t, z), y = g(t, z) si atunci din a treia ecuatie a
sistemului rezulta

dz
—=f(tz)-g(t.z),
dt
care, prin integrare, conduce la determinarea functiei z.

3.2.4. Sa se rezolve sistemul simetric de ecuatii diferentiale

dx _dy  dz
x?—y?-z? 2xy 2xz
. d d :
Solutie: Integrand ecuatia v _ &z gasimlny =1Inz + Inc;, de
2xy 2xz

unde rezultd y = ¢, z.

Amplificand prima fractie cu x, a doua cu y, a treia cu z si folosind
proprietatea fundamentald a sirului de rapoarte egale rezulta

xdx +ydy+zdz  dy
x(x?+y?+z%) 2xy

Aceasta se mai scrie
d(x2 +y2 +zz) _dy
2x(x? +y2 +z7) 2xy

si de aici rezultd prin integrare

2, .22
+y° +
ln(x2+y2+22)=ln‘y‘+lncz sau > yy z =c,.

Integralele prime independente astfel gasite
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Y _¢,
V4
XX +y? 427
:C2
Y

unde c;, ¢, sunt constante, descriu curba integrald cautata.
3.2.5. Sa se integreze sistemul simetric de ecuatii diferentiale
dx dy dz

2y+z:z—2x x+y

Solutie: Scdazand primele doua rapoarte se obtine relatia

dx —d d. : D :
Ty , de unde rezultd prima combinatie integrabild a
2y+2x xX+y

sistemului, si anume dx —dy + 2dz = 0.

In continuare, amplificind a doua fractie cu y, pe a treia cu z si
ydy+zdz  dx

x(2y+z)_2y+z
doua combinatie integrabila a sistemului xdx + ydy + zdz = 0.

adunandu-le rezultd relatia — , de unde se obtine a

Prin integrare, cele doud combinatii integrabile conduc Ia
integralele prime ale sistemului
{ xX—-y+2z=c¢

5 5 5 , unde ¢;, ¢, sunt constante.
x“+y+z0=c,

3.2.6. Rezolvati sistemul simetric de ecuatii diferentiale
dx dy dz

' Xy (x4 y7)
Solutie: Din prima egalitate de rapoarte rezultd combinatia
integrabild x dx — y dy = 0, cu integrala primi x° — y° = ¢;, ¢, constant. In
continuare, scriem sistemul dat sub o alta forma

& b
x _V __ z
y2 xZ x2+y2

de unde, aplicand o proprietatea sirului de rapoarte, rezulta
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dx dy  dz
XY z
Vo x4y’
: : T de dy d :
Prin urmare, se obtine combinatia integrabila QLD _E integrala
X y oz

prima xy = ¢, z, ¢, constant. Deci, integrala generala a sistemului dat este

xXT =y =¢
Xy ¢, C; constante.

z
3.2.7. Sa se rezolve sistemul simetric de ecuatii diferentiale

dx _ dy _ dz a.b.ceR
cy—bz az—cx bx—ay

Solutie: Inmultind rapoartele cu, respectiv, x, y si z se obtine

xdx vdy zdz

cxy—bxz ayz—cxy bxz—ayz

de unde rezultd combmatla integrabild x dx + y dy + z dz = 0, avand

integrala prima x° + y° + z° = ¢;. In continuare, prin inmultirea
rapoartelor cu, respectiv, a, b si ¢, se obtine sirul de rapoarte
adx bdy  cdz

acy —abz abz —bcx  bex — acy

Atunci, combinatia integrabild adx + bdy + cdz = 0 conduce la integrala
prima ax + by + cz = ¢,. Prin urmare, integrala generala a sistemului este

c;, ¢ constante.

Xyl +zl =¢
ax+by+cz=c,

3.2.8. Sa se rezolve sistemul liniar omogen de ecuatii diferentiale

dy
—=y+2z
dx 4
%:4y+3z

dx
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Solutie: Ecuatia caracteristica este
I-r 2
4 3-r

si dezvoltind obtinem #° —4r — 5 =0cu radacinile rp =5, r,=-1. In
continuare vom cauta solutiile sub forma

¥, =0(1(1)35x,21 =0!g”€5x

(2) =

Vv, =a; :agz)e_x

s Z2
Inlocuind in sistem obtinem
- 40{?“ + 20551) =0

(1) (1)
1 2

o o o 1) - .
de unde rezulta pentru «;"’ necunoscutd secundard o, = 2051( ) si atunci

Sx

— X — — (1)
yy=ce, z;=2ce”,c;=a;’ €R

Analog, solutiile y, si z; conduc la 20(](2) +2ag2) =0 si solutia
sistemului este

X

X — - —(2)
Yy =Ce ",z =—ce ,c,=a; €R

Solutia generald a sistemului este

X

unde c;, ¢, sunt constante.

y=c,e’* +c,e”
S5x

z=2ce”" —ce””

3.2.9. Sa se rezolve sistemul liniar omogen de ecuatii diferentiale

dy
——=y-5z
dx 4
dz
—=2y—z
dx Y
Solutie: Ecuatia caracteristica
I-r =5
=0
2 —Il-r

devine * + 9 = 0 cu solutiile r;, , = + 3i, deci
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Yi= ale3it
ZI = a2631t

inlocuind in sistem obtinem (/-3i)a; - Sa; = 0, de unde obtinem, de

exemplu, a; = 5, a; =1 — 3i, care verifica aceasta relatie.

Prin urmare, solutiile sistemului se pot scrie sub forma

y; =5’ = 5(cos 3x +i sin 3x)
z,=(1-3i)e’™ =(1-3i)(cos3x +isin3x)
Separand partea reald si partea imaginard obtinem solutia generala
y=23c;cos3x+5c, sin3x
z=c;(cos3x+3sin3x)+c,(sin3x —3cos3x)
c;, ¢, fiind constante.

3.2.10. Sa se rezolve sistemul liniar omogen de ecuatii diferentiale

a_

dx

dz
—=y+3z

dx Y

Solutie: Deoarece ecuatia caracteristica
1-r -1
=()
1 3—-r

2 < 1% < . .
este " — 4r + 4 = ( cu radacina dubld r; = r, = 2, solutia se va cauta sub
forma:

{)’ =(a, + px)e’"
z=(a, + Brx )¢’
Inlocuind in sistem gisim, identificind coeficientii
{ By =-p
a,=-a;—p
sinotind a; = c; € R, f; = ¢, € R, rezulta solutia generala:

y=(c;+cx)e
z=—(c;+c,+cyx)e

. unde ¢;, ¢, sunt constante.
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3.2.11. Sa se rezolve sistemul liniar omogen de ecuatii diferentiale

dx
—=2x+
dt 4
dy
—=2y+4z
a7

dz
—=x—-z
dt

Solutie: Ecuatia caracteristica este
2-r 1 0
0 2-r 4 |=0saur -3 =0,
1 0 —-1-r

care are radacinile r;, = 0 si r; = 3. Vom cauta prin urmare solutii ale
sistemului initial de forma

x'(t)=(a;t +b,; )" X’(t)=d,e
yi(t)=(a,t +b,)e" respectiv { y’(t)=d,e’" .
Zl(t)=(ast+b; )e” 22 (t)=d;e’

Dupa inlocuirea in sistemul dat si perfectarea calculelor, se obtine

a]:CI,a2:_ZC],a3:C] . . . _
respectiv d; = 4c3, d> = 43, ds = ¢,

by=c;+cy,b,=—c; —2¢c,,b;=c,
unde c;, ¢, 1 ¢3 sunt constante.
Atunci, solutiile sistemului initial sunt de forma
xX(t)=cjt+c;+c, + 4c3e3t
y(t)==2¢c;t—c, —2c, +4c;e’ ¢, ¢, c5 constante.
z(t)=c;t+c, +c3e3t

3.2.12. Sa se rezolve sistemul liniar omogen de ecuatii diferentiale
de ordinul doi
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d’x
222y
dt’
d2
—;j =-2Xx
dt
Solutie: Notdm derivatele de ordinul 1 ale functiilor x si y in
. . . dx . dy
variabila ¢ dupd cum urmeaza —=u §1 —=v.
dt dt

In continuare vom rezolva urmadtorul sistem liniar omogen de
ecuatii diferentiale de ordinul 1

X'=u
V'=v
u'=2y
Vi=-2x
Ecuatia caracteristica este
-r 0 1 0
—-r 0 p
=0 saur +4=0
0o 2 -r 0
-2 0 0 -r

si are radacinile r;, = 1 + i, r34, = -1 + i. Se obtin prin urmare solutii
pentru cel de-al doilea sistem de forma
xl(t):e(l—i-i)t xz(t):e(l—i)t
yi(t)=ie! ya(t)=—ie! ™
uy(t)=(1+i)e us(t)=(1-i)e’="
vi(t)=(~1+i)e ") vy(t)=—(1+i)e '™

respectiv

Atunci solutiile sistemului initial vor fi date de
x(t)=c,e' cost+c,e' sint+cze”" cost +c e sint
=C 2 3 4
y(t)=—c,e' sint +c,e' cost —cze”' sint +c e’ cost
unde c¢;, ¢, ¢z, ¢, sunt constante.

3.2.13. Sd se rezolve sistemul liniar neomogen de ecuatii
diferentiale
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X'=2y+1
y=x-y+e

Solutie: Se rezolva mai intéi sistemul liniar omogen atasat
x'=2y
y=x-y

‘:0 saur’ +r—2=10

a carui ecuatie caracteristica
—r 2
I —-r-1

are radacinile »; = 1 si r, = -2, ceea ce conduce la urmatoarele solutii ale
sistemului omogen

x=2c,e + c2e_2t
. 5y unde ¢;, ¢, sunt constante.
y = Cle - 026

Pentru determinarea solutiilor sistemului neomogen, aplicam
metoda variatiei constantelor si prin urmare vom cauta solutii de forma

{x =2c,(t)e' + cz(l)e_Zt
y=e/(t)e' ey (t)e ™
Acestea vor satisface urmatoarele doua relatii
{20}(06’ + c'z(t)e_zt =1
c}(t)et — clz(t)e_% =¢
de unde se obtine

' I 1 . I 2 2 3
c;(t)=—+—e 1C,(t)=—e" ——e
(1) 373 $1cy(1) 3 3
si, in continuare

Lige”
6

Atunci, solutiile sistemului neomogen sunt date de

c, (t):ét—ée_t +k;sic,(t)= —§e3t + k5, ki, k> constante.
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2 I 1 y _2t
x(t)=—(t——)e ——+2k,e’ +k,e
(t) 3( 3) 3 i 2

y(t)zé(t+§)et —§+k]et —kze_zt.

3.2.14. Sa se construiascd sistemul de ecuatii diferentiale care
admite sistemul fundamental de solutii

2 0
X, = e 'si X, = e’

Solutie: Se verificad daca wronskianul celor doua functii este nenul
pe R

2¢t te!

WX, X,]=
1 2 262t

=4e' 20 peR,

de unde rezulta ca functiile formeaza un sistem fundamental de solutii.

Sistemul de ecuatii diferentiale care admite functiile X; si X, ca
solutii, sau mai exact solutiile particulare x(z) = 2¢” si y(t) = te” + 2¢”,
este dat de urmatoarele relatii:

x =20
(1) x 2e’! 0 | =0 sau, echivalent, 4x’¢’ + 4xe' = 0,
y te! 2¢%
de unde se obtine x’ = - x.
VY o (—t+1)e" 4e”
2) |x 2e”" 0 |=0 sau, echivalent, 4y’ - 2x - 8y + 6tx = 0,
y te”! 2¢7!

de unde rezulta y'= (—%t + é)x +2y.

Prin urmare, sistemul de ecuatii diferentiale cautat este
X'=x

3 1
'~ )x 42
y (2 2) Y

care are solutiile generale de forma
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2 unde ¢;, ¢, sunt constante.

{ x(t)=2c,e”’

y(t)=cte”" +2c,e

3.2.15. Fie urmatorul sistem de ecuatii diferentiale

%:—2x+6y—7y+10
3 Q:y—22+et—2
dt
%=—2+1
Sa se arate ca functiile
3t 2 -1
X, =0, X,=|t+1"si X;=| 1 |’
1 0 1

formeaza pe R un sistem fundamental de solutii pentru sistemul dat si sa
se scrie solutia generala a sistemului.

Solutie: Se verificd cd wronskianul functiilor este nenul pe R, dupa
cum urmeaza:

3t 0 1
WX, X, X;]=|2e" (t+1)e' 0|=3t>+4t+3>0, V't eR.
—e! e’ e’

Cum W/[X;, X5, X;] #0 pe R, rezulta ca functiile date reprezinta un sistem
fundamental de solutii pentru sistemul dat.

Solutia generala a sistemului initial este data de
x(t)=3c;t+2cye’ —cze”’
y(t)=cy(t+1)e' +cse”’ ¢, ;i c; constante.
Z(t)=c, +cze!

3.2.16. Sa se integreze sistemul diferential neliniar sub forma
simetrica
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dx _dy dz

I+\z—x—y 1 2

Solutie: Obtinem urmétorul sistem echivalent
& _d:
1 2
d(z—x—y) _dy

—Jz—x-Yy ]

de unde obtinem solutia sistemului sub forma

2y—z=c;,y+2\z=x—-y =c,, unde c;, c; €RR.

3.2.17. Sa se integreze sistemul de ecuatii diferentiale

d
Y _ 2,
dx
d’z
o2y
dx’
Solutie: Prin derivarea de trei ori a primei relatii din sistem, scrise
1d . d’z _1d%y
sub forma z :——y, se obtine - si prin inlocuirea in a doua
2 dx dx3 2 4
relatie rezulta ecuatia diferentiald de ordmul patru, liniard si omogena
VW —dy=0,

. . . . e o 4 o {e o . .
a carel ecuatie caracteristica »~ — 4 = ( are radacinile r;,, = £+/2 si
r3.4 = Tix2 . Atunci, se obtine solutia generald

y(x)zcle‘ﬁercze_‘Ex+c3cosﬁx+c4sin\/§x, ¢, €2, €3 $i ¢4 fiind

constante.

Tinand apoi cont de prima ecuatie din sistem vom avea

y(x)—\/_ i N2 e N2 '\/§x+gc4cos\/§x.

—c, —7026 —703 sin

3.2.18. Sa se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale
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V=z+1
{x Z'=2y+ X’
Solutie: Derivand prima ecuatie se obtine y” = z’ si Tnlocuind in
cea de-a doua relatie rezultd o ecuatie de tip Euler
Xy-2y =x.
Se rezolva mai intdi ecuatia omogenea atasatd x° y’’ - 2y = 0, facand
dy _ldy d’y L d’y dy

schimbarea de variabild x = ¢’. Atunci -, i
dx  xds’ dx? ds 2 ds

si astfel ecuatia va deveni

d’y d

S-S 2y=0,

ds® ds
care este o ecuatie liniaré omogend de ordinul 2, cu solutia generala
y(s) = ¢; € + ¢, €, de unde revenind la schimbarea de variabila

S c .
efectuata, y(x) = —]+02x2, c;, ¢; constante. Pentru aflarea solutiilor
X

ecuatiei neomogene, aplicdm metoda variatiei constantelor, cautand

ci(x)
X

solutii de forma y(x) = +c,(x )x? . Sunt verificate relatiile

’ ] '

¢)(x) =+ ey(x)x” =
X

r ] ! )C3

—ci(X)—5+2xc,(x)=—
X X
' x3 ! ]
de unde rezultd c;(x)= 3 sl c)(x)= 3’ si apoi prin integrare, se obtin

4
functiile ¢;(x) = —)]C—2 +k; 51c,(x) zg + k5, ki, k> fiind constante.

Prin urmare,
3

y(x)zx—+ﬁ+k2x2
4 x
si, tinand cont cd z(x) =y’ (x) + 1, se obtine

Z(x)—i—ﬁ+2k2x+].
x?
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3.2.19. Sa se rezolve problema Cauchy

dx
AR
d—); =2x+y+z
dz
% =—y+z+1
x(0)=1
y(0)=z2(0)=-1
Solutie: Ecuatia caracteristica a sistemului omogen atagat este
-r 1 -1
2 I-r 1 |=0 sau,echivalent, ¥ (r- 2) = 0,
0 -1 1I-r

care are radacinile ; = r, = 0 si r; = 2. Atunci, solutia sistecmului va fi
de forma

x(t)=a, +a22‘+a3e2t

2(t)=d,; +d,t+dse”.

Dupa inlocuirea in sistemul omogen si efectuarea calculelor rezulta

x(t)=c, +02t+c3ezt

y(t)=—c; —ct+ C3€2t ¢, C; $1 c3 constante.

z(t)=—c; —c, —czt—c362[
Avand nsa in vedere ca sistemul initial este neomogen, aplicand metoda
variatiel constantelor, rezultd ca functiille c;(?), c,(¥) s1 c3(t) satisfac
relatiile
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c} + c'zt + c’3e2t =0
—c} —c'2t+c’3e2t =0
—c} —c'z —c'zt—c;e” =1
obtinandu-se cII =t, clz =—1, 0'3 =(. Apoi, prin integrare, rezultd
2
t .
cj(t):7+k1, cy(t)=—t+k,, c;(t)=k;, ki, ks, k3 fiind constante.

Prin urmare, solutiile sistemului initial sunt de forma

s

2
x(1)= —%+ Ky + kot + kye?

2
y(t):%—kl kot + kye?

2
z(t):%—k]—kz (1= )t — ke

Tinand cont de conditiile Cauchy initiale, se obtine k; = 1, k; = -2,
k; = 0. Atunci, solutia sistemului se scrie

-

£2
X(t)=——+1
(1) 5
£2
t)=——1
y(t) >
£
zZ(t)=—+1t—1.
(t) 5

3.2.20. Sa se testeze stabilitatea solutiei ecuatiei

d .
Y —a?y,a+0, cu conditia y(t) = vp.

dt

a’(t-ty)

Solutie: Solutiay =y e este instabilda deoarece este

imposibil sa alegem & > 0 astfel incat din inegalitatea ‘ Vo — y,O‘ <o(¢g) sa
rezulte

2 ' 2
yoea (t—to) _yoea (t—tO) <&

pentru orice ¢ = ¢.

3.2.21. Sa se testeze stabilitatea solutiei ecuatiei diferentiale
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definita de conditiile initiale y(zy) = y,.
Solutie: Solutia

—a’(1—ty)

Y=Yo€
este stabila deoarece

—a’(1-ty) _ y(’)e—az(t—t()) e—az(t—t())

Yoe J’()—yo‘<5

. ) _ 2
pentru ¢ > ¢, daca ‘yo —y0‘<ge_“2‘”, deci 5(g)=ge " ",

3.2.22. Sa se studieze stabilitatea solutiei nule a sistemului

ax_ 3
a0

dy 3
=X —
dt Y

Solutie: Functia v(x, y) = x* + )7 satisface conditiile
(1) v(x, y) =0, v(0,0) = 0,

dv
2) E:2x(—y—x3)+2y(x—y3):—2(x4 +y%)<0.

In afara unei vecinatiti a originii
dv
—<-p<0
dt

Prin urmare solutia x =0,y = 0 este asimptotic stabila.

3.2.23. Studiati stabilitatea solutiei nule a sistemului

dx 4
— ==X
a7
dy 4
— = VX
a7

Solutie: Functia v(x, y) = x” + )" satisface
(M) vix, y) =x"+y" >0, v0,0) =0,
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(2) %:—4#’)/’ +4x’y? =0;

Prin urmare solutia nuld x =0,y = 0 este stabila.

>yl

3.2.24. Testati stabilitatea solutiei nule a sistemului
dx

3 5
=y +x
a
dy 3 5
L =x"+
dt Y

Solutie: Functia v(x, y) = x’— )* satisface conditiile lui Chetayev

(1) v >0 pentru |x| > |y|;

() %:4?63@3 +x7) =4y’ (x’ +y’ )=4(x" = y")>0 pentru |x|

: d : : :
sipentruv > a >0, ?‘; > /3> 0. Deci solutia x =0,y =0 nu este stabila.

3.2.25. Sa se afle pentru ce valori ale luiae R solutiax =y =z =0

a sistemului

@:ax+y+zz
dt
<%=(2+a)x+ay+cosy—]
E iy
dt

este asimptotic stabila.

Solutie: Scriem sistemul sub forma liniarizata
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@—ax+
dt Y

@:(2+a)x+ay
dt
& ry-z
a7

de unde rezulta ca ecuatia caracteristica poate fi scrisa astfel
a—r 1 0
2+a a-r 0 |=0.
1 I —-I1-r

. .. 2 2 :
Se obtine de aici = -1 sau r* —2ar + a” — a — 2 = 0, ecuatie care
are ambele solutii negative dacd a e (-, -1).

3.3. Probleme propuse
Sa se rezolve urmatoarele sisteme de ecuatii diferentiale:
3.3.1.

X'=y+z
V=z+x
Z'=x+y

Raspuns:

x(t)=ce” +c,e’ +ete;y(t)=—ce” +c,e’;
. 5 cj, C2, C3 constante.
zZ(t)=(c; —c,t)e” +c,e”,

3.3.2.
V'—=zZ'+x=0
Z'=x'"+y=0
X'=y'—+z=0
Raspuns:

x(t)z%cl Sin%(t—cz),

y(t):—%clsin%(t—cz)nLclcost:/§2
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z(t)——ic sini—c cosﬂ ¢, C; constante
\/g Vi \/g bi \/g s L], L2 .
3.3.3.
X'=3x—y+sint
, x(0)=1y(0)=-1
y'=3y—4x+cost
Raspuns:
x(t)ziet+£ejt—i(6sint+9003t),
8 104 26 tant
5 75 1 ¢, C; constante.
t)="e" ———e’' ——(sint+ 2l cost
y(t) £ 752 26( )
3.34.
X'+4x+3y =t
Y+2x+ 5y =¢'
Raspuns:
x(t)=ce”! +cze_2t +it—ie’ —i,
14 8 196
p 0 P tc1, ¢, constante.
—7t -2t
t)=ce’ ——ce  +———I+——¢€
A A T A
335 & _dy_dz
o z Xy X
Raspuns:
x2_22:C]
y cj, C> constante.
IR
e
dx dy dz
3.3.6. ==

z-m =y z Y

Raspuns:

95
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2 2
+ =
Y z €1 cj, C> constante.
X—yz=c,
3.3.7. x _ by _ &
y—z z—X X-—Y
Raspuns:
Xyl 4zl =¢
cj, C> constante.
xX+y+z=c,
3.3.8. dx _dy _ %
X Yy z—=Xx" -y
Raspuns:
X
P Y P cj, C> constante
X“+y 4z
= C2
X
3.3.9. oy &
X2 YZ xy\z? +1
Raspuns:
b
Y ¢, C> constante
xy -z —1= CH
3.3.10.
dx
—=2x-y-z
di 4
dy =3x—-2y-3z
dt
a_ —x+y+2z
di 4

Raspuns:
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x(t)=—c; +(c, +c5t)e!
¥(t)==3c; +c,e' ¢y, C3, C3 constante.
Z(t)=c; +cze

3.3.11.
dy
- = —Z
dx 4
dz
—=y+3z
dx 4
Raspuns:
_ 2x
y(x)=(c;x+cy)e ,. €1, €2 constante.
3.3.12.
x =3x+e
y, :x—+—3y_263t
Raspuns:

x(t)zte3t
t’ 3t
y(l‘)=(7—2f)e

3.3.13. Sa se construiasca sistemul de ecuatii diferentiale care admite
sistemul fundamental de solutii

Rispuns: W/X,, X;] = 3(f + 1) # 0 pe R si sistemul este
3062+ D)x'(t)==2t(t* —1)x(t)+ 4ty(t)
362+ 1)y (t)=—4t(t° = D)x(t)+ 8ty(t)

3.3.14. Sa se determine sistemul de ecuatii diferentiale care admite
sistemul fundamental de solutii
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cost+2) . sint
X, = . st X, =
— sint cost —2
Raspuns: W/[X;, X;] =- 3 #0 pe R si sistemul este

xX'(t)= —%[sintx(t)+ 2costy(t)]

y'(t)z—é[(2cost—I)x(t)+2sinly(t)].

3.3.15. Fie urmatorul sistem de ecuatii diferentiale

X'=y+z
V=x+z
Z'=x+y
Sa se arate ca functiile
1 1 1
X, =|1le”, X,=|-1le"si X;=| 0 |e".
1 0 —1

formeaza pe R un sistem fundamental de solutii pentru sistemul dat si sa
se scrie solutia generala a sistemului.

Raspuns: W/X,, X;] = -1 # 0 pe R si solutia generala a sistemul este de
forma
xX(t)=ce’ +cre” +cze!
y(t)= C162t —cye”!

z(t)zc,ezz !

1, €3 S1 c3 constante.

—cz3e

y'=3y
Z'=y+3z

3.3.16.

Raspuns:
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y= c1e3x
3y €1 C2 constante.
z=(c;x+c,)e
3.3.17.
Vi=2y—-z+x
Z'=—y+2z+1
Raspuns:
y=ce” +cye’ —zx—ﬁ
] 190 cj, C> constante.
z=ce’ —ce’ ——x -2
3 9
3.3.18.
dx
—=3x-2
dr g
ﬂ=2x—y+15et\/;
dt
Raspuns:

cj, C> constante.

{ X(t)=[c,(2t+1)-2c,t -8t ]e'
Y(t)=[2cit—cy(2t—1)—8t°Jt + 108t ] e’
3.3.19.
{xzy’: —2z+x’Inx
z=-y+1
Raspuns:

y(x):C—1—202x+£Zn2x+£(lnx—])+1
x’ 3 9

P cj, C; constante.

1

2 X 1
——Inx(—Inx——
3 (2 3)

c
z(x)=-L+c,x
X

3.3.20.
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100
dx
o3
“
d—j; =9x
dt
Raspuns:

—t

xX(t)=ce’ +e ? (czcos7t+c3sin¥t)

3

-t CZ+C3\/§COS3\/§t_Cz\/§_C3Sin3\/§l)

_ 3t 2
t)=c,e +e
y(t) 1 ( 5 P P 5

unde c;, ¢, 1 c3 sunt constante.

3.3.21. Sa se rezolve problema Cauchy

x(0)=y(0)=z2(0)=1

Raspuns:

x(t):—62t+2
2 1

2
t)=—e" +—e
(t) 3 3

I o 2
Z(t)=——e" ——e  +2
(1)==3 3

3.3.22.
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Raspuns:
2t —t
x(t)=ce” +cye
(= 2t ’ _; € e constante.
3.3.23.
y”+2y+4Z:ex
Z"_y_SZI—x
Raspuns:
y(x):c]exﬁ + Qeﬂﬁ +c3c08x+cysinx+e” —2x
- ¢ Cy . 1
Z(X)I—C]ex\/E —Cze xv2 _icosx_fSlnx_Eex+x

cj, C2, C3, C4 CONStante.

Testati stabilitatea solutiei nule a urmatoarelor sisteme de ecuatii
diferentiale

3.3.24.
xX'=2e  +In(y’ +1)
y’=3x—ey2_] —2y
Raspuns: Solutia banala este asimptotic stabila.

3.3.25.

x':x+2y2 -z
y’:ln()c2 +2)+Sin2y—22

2
Z'=sinx+e’ +4z

Raspuns: Solutia banald nu este stabila.

3.3.26. Sa se determine valorile parametrilor reali a si b astfel incat
solutia nuld a urméatorului sistem de ecuatii diferentiale sa fie asimptotic
stabila

xX'=ax? —be’ —3x+y
y'=ax + 2bxy — 3y°

Raspuns: Conditia care se impune asupra parametrilor reali este
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atb—1) >0.
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Capitolul 4. ECUATII CU DERIVATE PARTIALE DE
ORDINUL 1

4.1. Consideratii teoretice

Problema determindrii unei functii z cu n variabile, admitand
derivate partiale Tn raport cu fiecare variabila si satisfacand conditia:

. 0z ’ Oz 0z )20
ox; Ox, Ox

F(x;,x5,...,%x,,

n

unde F: D— R si Dc R™"! este domeniu, se numeste ecuatie cu derivate
partiale de ordinul 1.

4.1.1. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul 1 liniare si
omogene

O ecuatie cu derivate partiale de ordinul 1 liniara si omogena este
de forma

0z 0z 0z
Xi(x;,%5,00%, ) —+ X, (x;,%5,0.,%, ) —+ ...+ X, (X, %5,...,%, ) — =

Ox; 0X 5 ox,,
unde coeficientii X; sunt functii care nu depind de functia necunoscuta z,
i=1, 2, ..., n si admit derivate partiale continue pe un domeniu D —R”".

Directiile definite de
dx;, dx,  dx,
Y, x, T x
cate una in fiecare punct M(x; x; ..., x,)e€ D, se numesc directii
caracteristice $i sunt independente de existenta suprafetei integrale.
Dacd vreuna dintre componentele X; este nuld atunci si dx; = 0 st
raportul corespunzator lor nu va figura in sirul de rapoarte.

b

Xi|=m>0i=12,...n

n

Relatiile anterioare se mai scriu si sub forma
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dx;, 3 Xi(x;,%5,..,%, )

= k=23,..n.
dx;  X;(x;,%5,...x,)

si se numesc ecuatiile diferentiale ale caracteristicelor. Curbele integrale
ale acestor ecuatii diferentiale se numesc curbe caracteristice. Se poate
demonstra ca prin fiecare punct din D trece o caracteristicd s1 numai una.
O familie uniparametrica de astfel de caracteristici formeaza o suprafata
integrala.

Gasim n - ] integrale prime ale ecuatiei care sunt independente
Vi(x;,X5,..,%,)=c

sz(xl,X2,...,xn):C2

Yo (X1,%5,.0X, ) =Cp,_;
¢y, Ca, ...,Cp; flind constante.

Evident, &(¥,, ¥,,..., ¥,.;) = ¢, unde @ este o functie arbitrara si ¢
constant, este o integrald prima a sistemului deoarece fiecare dintre
functiile ¥;, ¥,,..., ¥,.; devin constante de-a lungul unei curbe integrale
ale acestui sistem, deci la fel si (¥, ¥,..., ¥,.). Prin urmare
z=O(¥Y,¥,..., ¥.;), unde @ este o functie diferentiabila arbitrara, este o
solutie a ecuatiei omogene date. Aceasta inseamnd cad pentru integrarea
ecuatiei se cauta n - [ integrale prime.

4.1.2. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul 1 cvasiliniare

O ecuatie cu derivate partiale de ordinul 1 cvasiliniara (sau liniara
neomogena) este de forma :

! 0z
Y Xi(x),%5,.%,,2) — =Z(X;,X5,...,X,,Z)
i=1 ox;

unde Z si X;, i=1, 2, ..., n sunt functii continuu diferentiabile care nu se
anuleaza simultan.

Cautam solutia z a ecuatiei date sub forma implicita
Ulxy, x5, X, 2) = 0,
oU
—#
0z

unde 0.
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Ecuatia cvasiliniara se integreaza reducand-o la o ecuatie liniara si
omogena. Se obtine

in(X],xz,...xn,z)a—U+Z(x1,x2,...,xn,z)a_U =0
= Ox; oz

Se gasesc n integrale prime independente
T](X],Xz,...,xn,Z) =Cy

Vr(x1,X5,...,X%,,2) =C,

Y (x;,X5,..%,,2)=c,
¢y, C, ...,C, fiind constante.
Solutia generala a ecuatiei este de forma
U=V, ... )
unde @ este o functie arbitrard diferentiabila.
Solutia z a ecuatiei date se determina din relatia
Ulxy, x5, ..., X 2) =0
sau, altfel scris,
D(F(x}, X2y ..., Xy, 2), VoX1, X2y vy Xy 2)senn, FplXy, Xy .y Xy 2)) = 0.

4.2. Probleme rezolvate

4.2.1. Sa se integreze ecuatia
0Oz
i=1  Ox;

Solutie: Sistemul de ecuatii care defineste caracteristicile este

dxp_dxy

X; X X
Integralele prime independente sunt

Xp Xy Xn—1 _
—=C;,—=Cy,..., =c,_;,Cl, C2, ..., Cyo CONStante.

Xn Xn Xn

Solutia generald a ecuatiei este deci
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X; X X,
z=@(~L =2 2l

X, X X

n n n

4.2.2. Sa se gaseasca suprafata integrald a ecuatiei

Vx? +]Zl+zg+y@:0,
28

oy oz
care trece prin curba
y=x
z=2x
Solutie: Ecuatiile diferentiale ale caracteristicelor sunt
dy___z
dx x?+1
<
dz y
dx x?+1
de unde rezulta
z_y
dy z

. 5 : o : 2 _ 2
Integrand aceasta ecuatie cu variabile separabile se deduce z° = y” + k, k
constant si inlocuind in prima ecuatie diferentiala a caracteristicelor
rezulta ecuatia cu variabile separabile

Q:\/y2+k
dx  \x? 41

Prin integrarea acesteia obtinem y + 4/ y2 +k =c(x+ Vx? +1 ), unde
¢ constant, de unde se deduce si egalitatea

y—~ly? +k zﬁ(x—\/x2 +1)
c
Din acestea doua avem

y:éc(x+\/x2 +1)+2£(x—\/x2 +1)
c

deci
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=y’ +k=c(x+x? +I)—y:§c(x+\/x2 +I)—2i(x—\/x2 +1).
c

Acestea sunt ecuatiile caracteristicelor. Tindnd cont cd se cer acele
caracteristice care contin curba data obtinem

yzéc(xa +w/xg +])+2£(x0 —1/x§ +1)
c

Zyzéc(xo +1/x5 +])—2£(x0 —qlxg +1)
c

de unde

3
c:#,k:ﬁco

[.2
Xg\ Xy +1

si deci ele sunt

(x+x? +1 )+x0(x0+“x0 1) (x=x?+1)

Y=
2(x, +1/x0 1)
2(x0 +1/x0 1)

Suprafata integrala se obtine eliminand x, intre aceste ecuatii si are
ecuatia

(x+x? 11 )—x”(x‘)”x" Do +1)

3,22—)/2 (x+\/x2+]).
\/22 —y? rx? +y? 43

4.2.3. Sa se rezolve ecuatia

Zak 8x

Solutie: Sistemul caracteristic al ecuatiei cu derivate partiale este
dx; dx, dx,

a a, a

y+z=

k
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: : TR . dx;  dx — ,
si admite combinatiile integrabile —%~ ——% =0,k =2,n, cu integralele
a; 4
. X, X — : _ —
prime — ——=c¢;,k =2,n, echivalente cu a, x; —a,; x, = C4, k=2,n, C;
a; 4
constante.

Prin urmare, solutia generald a ecuatiei este data de
u=>d(a,x; —a;x,,a3x; —a;xz,...a,xX; —a;x, ).

4.2.4. Rezolvati ecuatia

xa—u+ya—u+(z—\/x2 +y2 +22)a—u:0
ox oy oz
Solutia: Sistemul caracteristic este
o _dv_
XV z- \/ XX +y?+ 27
o .. dx o dy : .
Combinatia integrabild — = — conduce la integrala prima de forma

X oy
X

—=c¢y, c; constant.
Y

In continuare se considera sistemul echivalent cu cel anterior

—xdx—ydy_(z+\/x2+y2+z2)dz

2 2 2 2
—x" -y —(x"+y7)

b

de unde xdx + yd + zdz = —\/ x? + y2 +z2dz i de aici rezulta combinatia
integrabila

xdx + ydy + zdz

+dz=0
\/x2+y2+z2

avand integrala prima \/ eyt 4zl rz=c 5, 2> constant.

Solutia generald a ecuatiei initiale va fi

u:cb(f,\/xz +y2 +z7 +2).
Y
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4.2.5. Sa se rezolve ecuatia

Solutie: Sistemul caracteristicilor este
dx dy dz

x—z_y—z_z'

dx+d2_%
X+z 2z’

Avand in vedere primul si ultimul raport se obtine

d(x+z) 1dz

si la integrala
xX+z 2z

care conduce la combinatia integrabila

(x+z)°

rima =c¢,, ¢; constant.
R

Analog, din ultimele doua rapoarte rezultd combinatia integrabild

d(y+z) ldz . ’
M % cu integrala prima M =c,, c;constant.
z

y+z 2z

Solutia generala va fi datd prin urmare de

u:@((x+z)2,(y+z)2).

z z

4.2.6. Sa se integreze ecuatia

ou ou ou ou
(X; =Xy )—+(x; =X )—+(x;—x, +1)(x5—x4 ) —+(x3—x4 ) —=0
ox; ox, OxX3 Ox 4

Solutie: Sistemul caracteristic de ecuatii diferentiale

dx dx, dx; dx,

Xp=Xy X=Xy (X=X +D)(x3-x4) X3-x4

conduce, tinadnd cont de primele doua rapoarte, la integrala prima de
forma x; — x, = ¢;, ¢; constant, §i, scazand ultimele doud rapoarte, la

egalitatea
dx; —dx, _dx,

(xp =X )(X3=X4) x;—x,




4. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul 1 109

(3 xy)

X3 — Xy

de unde rezultd combinatia integrabila =dx, cu integrala

primd (x; — xg)e 2 = ¢, c, constant. Tindnd cont de sistemul
caracteristic, rezulta si urmatoarea combinatie integrabila

xgd(x;—x; +1)+(x;—xy+1)dx, dx,
(x;—x;+1)(x3—-x4) (x]_x2+1)(x3_x4),

care conduce la integrala prima (x; —x, + 1)x,— x; = c¢3, c3 constant.

Atunci, solutia generald a ecuatiei initiale va fi data de

u=@(x;—x;3,(x3=x4)e 2, (x; =X, +1)x, —x3).

4.2.7. Sa se rezolve ecuatia
(" =22 ) 2 (20 )P xn ) 20 mon, peR-1
ox oy Oz

Solutie: Scriem sistemul simetric al caracteristicilor

dx dy dz
Tinand cont, pe rand, de proprietdtile unui sir de rapoarte egale se obtin
combinatiile integrabile dx + dy + dz = 0six"dx +y" dy + 2 dz = 0,

care conduc, respectiv, la integralele prime x + y + z = ¢; si
n+1 m+1 Zp+1

X y
+ +
n+l m+1 p+1

=c,, unde ¢, §i c; sunt constante.

Solutia generald a ecuatiei initiale va fi data deci de

n+1 m+1 Zp+1

u:cD(x+y+Z,x +2 + :
n+l m+1 p+1

4.2.8. Sa se rezolve problema Cauchy corespunzitoare urmatoarei
ecuatii cu derivate partiale

0
(297 Lz Ly D 0, (0.9.2)= 23y~ 2).
ox 8y 62
Solutie: Sistemul caracteristic de ecuatii diferentiale
dr_dy_d

(z-x)’ z



110 Ecuatii diferentiale si cu derivate partiale prin exercitii si probleme

este echivalent cu urmatoarele relatii ydy = zdz si (z — y)d(y — z) = dx.
Prin integrare se obtine y* —° =¢; si (y —2)° + 2x = c..

Atunci, solutia generald a ecuatiei este data de

f,y,2) =F0 -2, (y—2)° + 2x).
4.2.9. Sa se integreze ecuatia cu derivate partiale

u(x+u)a—u—y(y+u)a—u:0
ox oy

stiind ca pentru x = / se reduce la u = \/; :

Solutie: Sistemul caracteristic
dx dy
u(x+u):—y(y+u)
mai poate fi scris sub urmatoarea forma
1 1 1

dx = dy ——dy,
X+u y+u y

de unde, prin integrare, rezulta

yru + [nC sau, echivalent, y(x—-l—u)
y+u

In(x+u)=In =(C, C constant.

Tinand cont de conditiile initiale, pentru x = I si y = u’ se obtine
relatia (I + wu’ = C(u + u°) care conduce la u = C, C constant. Atunci,
din egalitatea y(x + u) = u(y + u), se obtine integrala ecuatiei date

u’ = xy.
4.2.10. Sa se determine integrala generald a ecuatiei

\/;a—u+\/;a—u+\/ga—u=0
ox oy oz

si apoi solutia particulard, care, pentru z = /1, verifica relatia u = x —y.

Solutie: Prin integrarea ecuatiilor diferentiale ale caracteristicilor
care formeaza urmatorul sistem simetric

dx dy dz
NN

se obtin integralele prime Jx =z = c; $i \/; —Jz= ¢,, 1, C; constante.
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Prin urmare, integrala generala a ecuatiei initiale va fi datd de
u= D5~z Ay 7).

In cazul in care z = I, se obtine x = (¢; +1)° si y = (¢, +1)°. Cum
insd u = x — y, va rezulta solutia particulard a ecuatiei date, s1 anume

u=(x=~z+17 -(Jy-z+1)°.

4.2.11. Sa se rezolve ecuatia

Solutie: Sistemul caracteristic este
de _dy dz

x Y Z\/x2+y2,

deci din egalitatea primelor doud rapoarte rezulta integrala prima —=c;,

X
Y
c; constant. In continuare, amplificand primul raport cu x si pe al doilea
cu y st adunand numaratorii, respectiv numitorii, rezulta

xdx + ydy x? +y2dz U xdx + ydy _dz

= S )
X4yt P +y’) xPey? oz

care conduce la integrala prima \x? + y2 =Inz +c,, c, constant.

Atunci, integrala generald a ecuatiei date este data de
@(i,\/xz +y? —Inz)=0.

4.2.12. Sa se integreze ecuatia

(y+z+u)%+(z+u+x)%+(u+x+y)Z—Z=x+y+Z

Solutie: Sistemul caracteristic de ecuatii diferentiale este
dx dy dz du

Vy+z+u zHu+x u+x+y x+y+z

Avand in vedere primele doud si ultimele rapoarte, prin scaderea
numardtorilor §1  numitorilor, rezultd combinatia  integrabilad
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d(x— d(z- : . : : - :
(x=y) = (z=u) si in continuare integrala prima Al A 7, ¢ fiind
X—y zZ—u zZ—u

constant.

Analog, combinadnd tot cate doua rapoartele din sistemul
caracteristicilor, se obtin inca doud combinatii integrabile, cu integralele
prime corespunzatoare

d(x_Z):d(y_”),de unde 2 =% =c¢,, c; constant.
X—z y—u y—u

d(x_u) — d(y_Z), de unde r-u =C3,C3 constant.
X—u y—z y—z

Integrala generala a ecuatiei initiale va fi datd de

X—y X—z X—u

>( )=0.

Z—U y—u y—z

4.2.13. Sa se rezolve ecuatia

xy——y? Z=—x(1+x’
i s ( )
Solutie: Avand in vedere sistemul caracteristicilor
dx _ dy _ dz

xy y2 _x(1+x2)’

din prima egalitate de rapoarte se obtine combinatia integrabila

dx dy . o
— =———, cu integrala prima xy = ¢,, ¢; constant.

X
Privind primul si ultimul raport si tindnd cont de rezultatul anterior,

: dx dz . g D e
avem egalitatea — = ————— , echivalenta cu combinatia integrabila

C; x(1+ xz)
x? X!
(x + x’)dx = -c, dz, care conduce la integrala prima ) + " +ciz=c,,C

constant. Prin urmare, solutia generald a ecuatiei initiale va fi data de

2 4

X X
D(xy,—+—+xyz)=0.
(y2 y yz)
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4.2.14. Sa se integreze ecuatia
" 0Oz

X;—=pz
1
izl Ox;

unde p este o constanta.
Solutie: Sistemul caracteristic de ecuatii diferentiale

axp _dxy %, _

x] XZ xn pZ

are urmatoarele integrale independente

—=c,, C], C2, ..., Cy], C, CONStante.

X x’f

prin urmare solutia z a ecuatiei initiale se determind din

X X X Z
Q=L =2 el 2 )=

X, X, X, xrf
de unde rezulta
X, X X
_ P 1 X2 n—1
z=x¥Y(—,—, .., ).

4.2.15. Sa se afle suprafata integrald a ecuatiei
20z 52 oz _,
ox oy

care satisface ecuatia

1
z=— pentru x =/
y

Solutie: Ecuatiile diferentiale ale caracteristicelor sunt
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Din acestea rezulta ecuatiile caracteristicelor

1
zZ=—++ C]
] ]x c,, C> constante.
— = —+CZ
y X

Caracteristicele care satisfac conditia datd indeplinesc ¢, = ¢3 + 2¢, + 2

si deci ele sunt de forma

1
z=——+c§+202 + 2

X
1 1
—=—+4 CZ
y X
Suprafata integrala se obtine eliminand c; intre aceste doud ecuatii si va fi
1 1 1
z=——Hl+(===+1)°
X y X
deci
12 1 3 2
Z=—F——+—5-—+—+2
y Xy X X )y

4.2.16. Determinati suprafetele integrale ale ecuatiei cu derivate
partiale

0z 0z
XZ—+ yz— =—X)

ox Oy
care trec prin curbele de ecuatii y = x’ iz = x°.
Solutie: Sistemul caracteristicilor se scrie
de_dy__d:

Xz yz Xy

. D .. dx dy .. L. X
Din combinatia integrabila — =— rezulta integrala prima —=c,, ¢,
Xy
constant si, in continuare, stiind ca integrala generala trece prin curba de
: . 1
ecuatie y = X’ ,rezultd cd —=c¢;.
X

Amplificand primul raport cu y, pe al doilea cu x si tinand cont de o
proprietate a unui sir de rapoarte egale obtinem
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dx + xd dz
YT _ L saund(xy) = -2zde,
2xyz Xy
de unde, prin integrare, rezulti a doua integrald prima xy + z° = ¢, ¢;
constant.

Prin urmare s-au obtinut urmatoarele ecuatii ale caracteristicilor,
avand 1n vedere si ecuatiile curbelor prin care trece integrala generala a
ecuatiei initiale

1

=%
¢

_ 42— _
X=—, XYy T2Z =Cp V=", 2

1
3 cj, C> constante.
¢y Cy

Se urmareste eliminarea constantelor intre ecuatiile anterioare si,
prin urmare, se obtine urmatoarea relatie intre c; $i ¢,

11
—3+—6—02,
¢ ¢

de unde, in continuare, se obtin suprafetele integrale ale ecuatiei initiale,
in conditiile date

(L) 42 =xy 2t
X X

4.2.17. Sa se integreze ecuatia

0z 0z

2chx— + 2 yshx— = zshx
ox oy

si sa se afle suprafata integrala care contine dreapta de ecuatie x =y = z.

Solutie: Scriem sistemul caracteristicilor ecuatier cu derivate
partiale

de dy  dz
2chx  2yshx  zshx’

de unde se obtin doud combinatii integrabile
1 .1 1
@dx =—dy si —dy=2—dz,
chx y y z
avand integralele prime

.2
y = ¢; chx, respectiv z° = ¢, y, ¢;, ¢; constante.
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Integrala generald a ecuatiei initiale este prin urmare

2
D22 )=0sau 22 =y ().
chx y chx

Pentru determinarea suprafetei particulare ce trece prin dreapta data
de x =y = z, considerand integralele prime determinate anterior, se obtine
¥ =c x, de unde x = ¢,. Intre constantele c¢; si ¢; vom avea deci relatia
¢, = c¢; chx, obtinandu-se de aici suprafata de ecuatie

2 2

2=
chx y

4.2.18. Rezolvati ecuatia
x(x2 +y2)8_u+2y2(x8_u+y8_u_u):0
ox ox oy

si determinati apoi o suprafatd integrala care contine cercul de ecuatie
X +y =1u=2.

Solutie: Ecuatia mai poate fi scrisa sub forma

0 0
(x° +3xy2)—u+2y3—u:2y2u,

ox oy

fiind o ecuatie cu derivate partiale cvasiliniard. Sistemul caracteristic este
dx _dy  du
x3+3xy2 2y3 2y2u.
o .. dy du : .. u
Combinatia integrabila — =— conduce la integrala prima —=c;, ¢,
Yy u

constant. Amplificam primul raport cu y, pe al doilea cu x si dintr-o
proprietate a proportiilor va rezulta

ydx—xdy  dy
2 2, 53"
xy(x“+y°) 2y

Y si dx:tdy_y.

Facand schimbarea de variabild y = #x se obtine x = 5
t t

Atunci, prin inlocuire in egalitatea anterioara, rezulta
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tdy—y 'y

—2d
4 £’ 7 dy
2 2 3°
YooYy 2y
o

iar dupa efectuarea calculelor se obtine ecuatia cu variabile separabile
dy 2t

y 1+1°

Prin integrarea acesteia rezultd y(I + ) = c,, ¢, constant si, mai departe,
prin revenire la schimbarea de variabila efectuata

Y+ ) = ex.

Prin urmare, solutia generald a ecuatiei initiale este

2 2 2 2
@(%,y(x#):()sauu:yww—jw).
X X

Pentru obtinerea solutiei particulare luam in considerare relatiile

2 .2
x*+y =1,u=2deunde rezulti = =c¢,, deciy=—, si y;cz(]_iz)_

C] C]
Se obtine de aici legatura dintre constantele c; si ¢, datd de egalitatea
2 4
—=c(1-—).
C[ C[

Va rezulta in continuare ecuatia integralei particulare

2wy 4
u x? u’

Y y2
sau, echivalent, dupa efectuarea calculelor
1
xzuzz(xz +y2)(u2 —4y2).

4.2.19. Scrieti ecuatia cu derivate partiale pentru urmatoarea
- _ 3.2 2
suprafata u(x, y) =x" y" —xy, (x, y) € R".

Solutie: Se calculeazad derivatele partiale ale functiei u in raport cu
x s1 y, obtinandu-se
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ou . Ou
—:3x2y2 -y si —:2x3y—x.
ox oy

Prin urmare ecuatia cu derivate partiale a carei solutie este

suprafata data este

0 0
223 y—u =Xy
ox oy
4.2.20. Sa se determine ecuatia cu derivate partiale ale familiei de
suprafete u(x, y) = 2axy + by’, a si b fiind parametri reali.
Solutie: Rezolvarea constd in eliminarea parametrilor a §i b din
urmatorul sistem de ecuatii

ou =2ax + 2by
oy

: : : 1 ou . : - . .
Din a doua ecuatie se obtine a = P si apoi, dupa inlocuirea 1n a treia
y Ox

. 1 : . : A
relatie, rezultd b = __8_u + %a—u Prin urmare, inlocuind pe a si b in
2y 0y 2y° ox
prima egalitate, se deduce ca ecuatia cu derivate partiale cautata este
ou ou
X—+y—=2u.
ox oy
4.2.21. Rezolvati urméatorul sistem de ecuatii
ou
—=ux—Xx
ox
o uy =y
Oy

necunoscuta fiind functia u# de variabile independente x si y.
Solutie: Verificim dacd sistemul are solutie, adicd daca este
indeplinita conditia de compatibilitate a sistemului
o%u B o’u
oyox  oxdy
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O'u —xa—u—x u—xy sl 82u_ 8_u_x U—X rin
oyox Oy 4 - OxOy y&x 4 v P

urmare sistemul este compatibil.

Se observa ca

Consideram prima ecuatie pe care o rezolvam in raport cu ux,
presupunand ca y este un parametru si obtinem

a—u:x(u—l) sau u’ —xu = X,
ox

care este o ecuatie liniarda neomogenda, cu solutille de forma

x2

u=q@(y )e7 + 1, ¢ fiind o functie arbitrara in necunoscuta y.

Tinand cont cd functia u determinatd anterior satisface si a doua

x2

ecuatie a sistemului avem u’ = @’(y)e ? si in continuare
XZ x2
ot 2 2 ey 2V
¢'(yle? =yp(y)e? sau—=—==y,
P(y)

2
Y

care este 0 ecuatie cu variabile separabile cu solutia ¢(y)=Ce ? +1.

Prin urmare, solutiile sistemului initial sunt

x2+y2

u(x,y)=Ce 2 +1,C constant.

4.2.22. Sa se rezolve sistemul

—u=u+xy
ox

ou _x2y
o 2

Solutie: Verificdm conditia de compatibilitate a sistemului
o%u B o%u
dydx  oxdy
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o’u  ou x? y . 0%u  ou
Cum =—+4+y=u——-+y si =——xy=u, ar rezulta
O0yox Oy 2 ox0y Ox
x’y : . . o
y = ——, ceea ce nu convine. Prin urmare sistemul nu este compatibil.

2
4.2.23. Determinati solutiile sistemului

i,
ox 2 4
ou
—=ux-+u
oy
Solutie: Din conditia de compatibilitate a sistemului
o%u _ o%u
Oyox  oxdy’
d%u ou . 0%u ou Ou o :
cum =u—+u si =u + x— + —, se obtine in continuare
oyox 0Oy OoxOy ox Ox
2 2 xu2 M2
u'x+u +u:u+7+uxy+—+uy
de unde rezulta ufu(x +1)—2xy-2y] = 0.

Se deduce de aici ca functiile care ar putea fi solutii ale sistemului
dat sunt u(x, y) = 0 st u(x, y) = 2y. Printr-o verificare simpla rezulta ca
singura solutie este u(x, y) = 0.

4.3. Probleme propuse

Sa se rezolve urmatoarele ecuatii cu derivate partiale de ordinul 1,
liniare, omogene $i neomogene:

4.3.1. x@—ygﬂ,f(l,y):yz
ox oy

Raspuns: f(x,y)= xzyz.

4.3.2. (1+x2)g+xyg=0,f(0,y)=y2
ox oy
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2
Y

1+ x

Raspuns: f(x,y)= > -

4.3.3. bxy2 9 _ axzyg + z(by2 —ax? )g =0,a,b = const,xy # 0
ox oy 0z

Raspuns: f(x,y,z)= &(ax’ +by2,i).
Xy

4.3.4. z%—ngziO

ox oy

Raspuns: @(z,£+ y)=0.
z

43.5. y(3x* +y? + 27 )@ —2x(x? + zz)@—zxyz =0,z%0
ox oy

2, .2
Raspuns: x? +y2 +z? :z@(h%).
z
4.3.6. a8—u+ba—u=0,a,b eR
ox Oy
Raspuns: u = @ (bx + ay).
4.3.7. x&_u+y8_u:0
ox oy
< X
Raspuns: u = &(—).
y
4.3.8. ya—u—xa—u=0
ox oy
Rispuns: u = &(x’ +y2).
4.3.9. S0
=1 OX;

Raspuns: u=0(———,———,...,———).
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4.3.10. Z@_u+xy8_u+x8_u:0
Ox oy Oz

Rispuns: u = O(x° —z7,ye % ).

4.3.11. 2xa—“—y5—”+ S
ox oy oz

Raspuns: u = cD(y\/;,erZ ).

43.12. Sa se afle suprafata integrald a  ecuatiei

0z 0z . ) 2
X— + y— =z — xy care satisface ecuatia z =y~ + [ pentru x = 2.
ox = Oy
2, .2
Raspuns: z = T 2yln2—y +xyiny.
2x x
4.3.13. 8xza—u+2yza—u+(4x2 +y? )a—”z()
ox oy 0z
Raspuns: u = @(%,xz + y2 —227).
4.3.14. NPLLNPN LU BN ey L)
ox oy 0z

Raspuns: u = @(\/_—g,\/_—«/z+]).

4.3.15. Sa se determine suprafata integrala a ecuatiei
0z 0Oz

Z——z—=)y—X

ox Oy

care satisface ecuatia z = y? pentru x = 1.
Raspuns: z” — (y +x- )" + 2(y +x- 1) - 2xy = 0.

4.3.16. Determinati solutia ecuatiei 2x8_u_3y6_u:0 care

ox oy
indeplineste conditia intiald u(2, y) =1° + 1.

Raspuns: u(x,y)= éx3y2 + 1.
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4.3.17. xua—u+yua—u:x

ox oy

Raspuns: @(f,u2 —-2x)=0.
Y

43.18. Sa se rezolve ecuatia cu derivate partiale

xya—u —y? ou _ x? stiind ¢ dacd y = x’ avem u = ¢€".
ox oy
2
1
Raspuns: u =X Ly e%.
3y
4.3.19. Sa se rezolve problema Cauchy
xua—u + yua—u =—Xy
ox Oy
u(x,2)=x
x? X
Rispuns: u” = 4—+4——xy.
y y
4.3.20. Determinati solutia problemei Cauchy
2xua—u + 2)/1/18—u:u2 —x’ —y2
ox oy
u(x,1)=x

2
Raspuns: w? =25 5?2 —y2 +y.

y
4.3.21. Sa se rezolve sistemul de ecuatii cu derivate partiale
ou
—=Uu
ox
ou
—=ux
oy

Raspuns: u(x, y) = 0.
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4.3.22. Rezolvati sistemul de ecuatii cu derivate partiale

ou_ . _
ox Y
u
—=ux+x
Jy

Raspuns: Sistemul este incompatibil.

4.3.23. Sa se rezolve urmatorul sistem de ecuatii cu derivate
partiale

Ou_ 4
Oox X
ou 2
— =X
Jy

Rispuns: u(x, y) =x° y —x + Cx’, C constant.

4.3.24. Sa se scrie ecuatia cu derivate partiale care are solutia de

forma u(x, y) = xiny ~Z
X

Raspuns: xa—u + 2y8_u =2x.
ox

Oy

4.3.25. Sa se determine ecuatia cu derivate partiale ale familiei de
suprafete u(x, ) = a(x’ — 1) + (b — 1)y, a si b fiind parametri reali.

Raspuns: (x2 — 1)8_u + 2xya—u = 2xu.
ox oy
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Capitolul 5. ECUATII CU DERIVATE PARTIALE
DE ORDINUL DOI. ECUATIILE FIZICII MATEMATICE

5.1. Probleme rezolvate
Ecuatii cu derivate partiale de ordinul 2 de tip hiperbolic

5.1.1. Sa se rezolve problema oscilatiilor libere ale coardei de
lungime /, cu capete fixe, stiind ca vitezele intiale ale punctelor sale sunt
egale cu zero, 1ar deplasarea initiald are forma sinusoidei de ecuatie

up(x) =Asin?,n e, A eR.

Solutie: Suntem in cazul problemei omogene a coardei, nesupusa
la forte exterioare si fixata la extremitdti. Atunci, ecuatia coardei,
impreuna cu conditiile Cauchy — Dirichlet, va fi de forma

0°u P o°u
=a
o’ ox’
u(t,0)=u(tl)=20

unde xe€/0,l],t>0,nel.
u(0,x)=Asin% [04]

ou
—(0,x)=0
8t( x)

Pentru a rezolva ecuatia aplicdm metoda lui Fourier, numita si
metoda separarii variabilelor. Prin urmare, cautdm solutii de forma

u(t, x) = T(t) X(x).

Atunci se obtine

2 2
a—uzT’X, de unde a—u:T”X,respectiV %:TX’ si a—?zTX".
ot or? ox Ox
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Ecuatia coardei se poate scrie 7" X = a’TX". Prin separarea vabiabilelor

14 "

va rezulta 7:a2 A Cum membrul stang este o functie in ¢, 1ar

membrul drept o functie in x, pentru ca egalitatea fie adevarata, se impune
ca ambii membri ai egalitatii sd fie egali cu o constantd, pe care o notam
-Ad’, 1 € R .Va rezulta atunci

T?Hzaz ))((" =—Ja’,
iar in continuare
(1) X' +1X=0
) T7+d’AT = 0.

In cele ce urmeaza, vom determina pentru ecuatia coardei solutii
nenule, deoarece am exclus pozitia de repaus a coardei, pentru ca nu
verifica conditiile Cauchy - Dirichlet.

Problema determinarii solutiilor ecuatiei (1) cu conditiile la limita
X(0) = X({) = 0 se numeste problema valorilor proprii sau problema
Sturm - Liouville.

Pentru rezolvarea ecuatiei (1) se determind solutiile ecuatiei
. . 2 o A . - .
caracteristice »° + A = (). Se trateaza 1n continuare urmatoarele cazuri:

a. dacd A < 0, radacinile ecuatiei caracteristice sunt 7;, =*v— A1,

I

iar solutiile ecuatiei (1) vor fi de forma X(x)=c Iemx +cye , unde

c;, ¢; sunt constante. Din conditiile la limitd nule X(0) = X(I) = 0 va
rezulta ¢; = ¢, = 0, ceea ce conduce la solutia nuld a problemei, care nu
convine;

b. daca 4 = 0, radacinile ecuatiei caracteristice sunt r;, = 0,
solutiile ecuatiei (1) fiind de forma X(x) = ¢; + c»x, ¢;, ¢, constante.
Conditiile la limita nule X(0) = X(I) = 0 vor conduce la ¢; = ¢, = 0, deci
din nou la solutia banala a problemei, ceea ce nu convine;

¢. dacd A > 0, raddcinile ecuatiei caracteristice vor fi r; , = +i A,
de unde solutiile ecuatiei (1) se scriu

X(x)=c;cos JAx + c, sin JAx, ¢;, ¢, fiind constante.

Tinand cont de conditiile la limita nule X(0) = X(I) = 0, rezulta
c; = 0si sin\/ZZ:O, de unde \/lekﬂ, keZ CumA>0si]>0,vom
avea k > I. Atunci, valorile proprii obtinute vor fi de forma
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kr
Ay =(7)2,k2],
iar functiile proprii corespunzatoare
. kmx
Xi(x)=cy smT , Cx constante, k > 1.

Cu valorile proprii determinate anterior vom rezolva in continuare

: : s akr S
ecuatia (2). Ecuatia sa caracteristica 2 +( 5 )2 = 0 are radacinile

.akr . . .
S izT. Solutiile ecuatiei (2) vor fi atunci de forma

akt

Clk7ZT 4 ’ ’
+ B, sinT, A, , B, constante, k > 1.

Tk(t):A,;cos

Cum functiile ui(t, x) = Ty(t) Xi(x) verifica ecuatia coardei si
conditiile la limita, solutia acesteia va fi scrisa sub forma

aknt + B, sin aklm)sin k;zx

u(t,x)=Y, (A, cos
k=1

Coeficientii 4, s1 By se determind, avandu-se in vedere conditiile
Cauchy, din relatiile

21 kmx
A, =—|u(0,x)sin—d
i Z_([u( x)sml x

I
si B, :L a—u((),x)sink—ﬂxdx.
akr ;) Ot [

In cazul problemei de fati vom obtine

0 [ Ak=n
sl Bk = 0.
Deci, ecuatia coardei va avea solutia
annmt . Nax
u(t,x)= Acos Sin—.

[
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5.1.2. Rezolvati problema oscilatiilor libere ale unei coarde
vibrante omogene de lungime /, cu capetele fixate, stiind ca deplasarea
initiald are forma parabolei a carei axd de simetrie este dreapta de ecuatie

X :é si al carei varf este punctul M( é,h ), h > 0 iar vitezele intiale ale

punctelor sunt nule.

Solutie: Se determind pentru inceput ecuatia parabolei care descrie
pozitia intiald a coardei, i anume y = ax’ + bx + ¢, a, b, ¢ € R, unde
x€/0, 1], lungimea coardei fiind /. Punand conditiile din problema si

stiind ca este vorba de o coarda fixata la capete, adicd in punctele O(0, 0)
si A(l, 0), se obtine urmatorul sistem

2
a—+b—+c=h
4 2
c=0
al’> + bl +c=0.

< . 4h 4h . :
Rezultd de aici ca a =—l—2, b=— si ¢ = 0, de unde se obtine
deplasarea intiala a punctelor coardei de ecuatie
4h x*

u(O,x):—T(T—x).

Prin urmare, ecuatia coardei impreuna cu conditiile Cauchy—
Dirichlet, se scrie

o°u 28214
—a

—0
ot’ ox’
u(t,0)=u(t,l)=0

u(O,x):—j—zhx(x—l)

unde t>0,xe [0,l],h>0

ou
—(0,x)=0.
ot
Pentru rezolvarea problemei, se aplicda metoda Ilui Fourier,
cautandu-se solutii de forma u(t, x) = T(¢) X(x). Ecuatia coardei se va

. . T" X"
scrie atunct 7" X = azTX”, de unde vom nota ' =a’ % = —/1a2, AeR.

Se obtin de aici ecuatiile
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(1) X"+ 1X=0
) T+ d’AT = 0.

Pentru rezolvarea ecuatiei (1) se scrie ecuatia sa caracteristica
¥ + A = 0. Se obtine solutie nenuli pentru problema coardei doar in cazul

daca 4 >0,deunde r; , = +i\/A . Atunci, solutiile ecuatiei (1) se scriu

X(x)=c;cos JAx+ c, sin JAx, ¢;, ¢, fiind constante.

Din conditiile la limitd nule X(0) = X(I) = 0, rezulta ¢; = 0 si
sin\JAl =0, de unde Al =kx, k € Z. Atunci, valorile proprii obtinute
vor fi de forma

'9/4 2
ﬂ’k = (7) ,k > ] 5
iar functiile proprii corespunzatoare
ke
Xi(x)=cy sinT , Cx constante, k > /.

Vom rezolva in continuare ecuatia (2), avand in vedere valorile

. : : . s akm
proprii determinate anterior. Ecuatia sa caracteristica r? +( T )2 =0

s .akm . . .
are radacinile 7; , = izT. Solutiile ecuatiei (2) vor fi atunci de forma

akrt akrt

T,(t)= A, cos + B, sin , 4, ,B, constante, k > 1.

Solutia problemei coardei va fi scrisd sub forma

akt + B, sin al;m)sin i

u(t,x)=Y, (A, cos
k=1

Avandu-se 1n vedere conditiile Cauchy, coeficientii 4; si Bj se
determina astfel

Sht x? ke 16h ‘
A =——|(——x)sin—dx=— -1)"-17],
" ZZI(Z Jsin= gl (-1 1]
de unde se disting cazurile 4,, = 0 s1 A4 = 32 p € N*;
7 P opr 1P ’

Bk:0.
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Solutia problemei initiale va fi atunci

3’2hZ 1 COS(2n+])a721Sm(2n+1)7zx'

7 ao(2n+1)° [ [

u(t,x)=

5.1.3. Rezolvati problema oscilatiilor coardei de lungime / = I,
fixata la capete, nesupusa la forte exterioare, stiind ca in pozitia initiald
coarda este in repaus, iar viteza initiald a punctelor coardei este

vp.xe[a,B]
O.x¢[a, p]

Solutie: Ecuatia coardei, impreund cu conditiile Cauchy—Dirichlet,
se scrie

unde 0 <a<f<1.

ou
E(O’X)_{

o°u _ o%u
or’ ox’
u(t,0)=u(tl)=0
u(0,x)=0
5_u(0,x): vo.xel[a,B]
ot O.x¢[a,fB]

unde 120,xe[0,1],h>0s10sa<f<1.

Cautand solutii de forma u(?, x) = T(¢) X(x), ecuatia coardei se va

: : . T" X"
scrie T"X:aZTX”, iar apoi vom nota ?:az % =—ﬂ,a2, A € R. Se

obtin de aici ecuatiile
(1) X"+ AX=0
) T”+d’ AT = 0.
Prima ecuatie are solutiile
X(x)=c;cos Ax + c, Sin JAx, ¢;, ¢; fiind constante si A > 0.

Conditiile la limitd nule X(0) = X(I) = 0, conduc la ¢; = 0 si
sinv A = 0, de unde VA= kr, k € Z. Atunci, valorile proprii obtinute vor
fi de forma

A =k*m? k>1,
iar functiile proprii corespunzatoare

X (x)=cy sinknx, ¢, constante, k > 1.
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Avand in vedere valorile proprii determinate anterior, solutiile celei
de-a doua ecuatii vor fi de forma

T,(t)= A, cosaknt + B, sinaknt, A, ,B, constante, k > 1.
Solutia problemei coardei va fi scrisd sub forma
e}
u(t,x)=Y, (A, cosaknt + B, sinaknt)sinkmx .
k=1

Pentru a calcula coeficientii A; si By se au in vedere conditiile
Dirichlet, de unde rezulta

Ak:0
ﬂ —
St Bk=ijv05inka7rdx:— 4V‘)2 Sinkﬂ(a+ﬂ)sin;m(a ﬂ)‘
kﬂaa k27Z' a 2 5

Se va obtine astfel solutia problemei date

u(t,x)=>y — jvoz sinnﬂ(a-l_ﬁ)sinnﬂ(az_ﬁ)

n>] N Tia 2

sinanmt Sinnux .

5.1.4. Sa se determine solutia ecuatiei coardei cu conditiile
Cauchy-Dirichlet
o%u B o%u

or?  ax?
u(t,0)=2t+1

u(tl)=t+2 unde xe€/0,1],t >0
u(0,x)=x+1

ou

—(0,x)=0

81‘( )

Solutie: Problema este omogena, bara nu este supusd unor forte
exterioare, dar capetele nu mai sunt fixe, ci se deplaseaza dupa dreptele
de ecuatii y = 2t + I, respectivy =t + 2.

Cdautam solutia problemei sub forma u# = v + w, unde functia w este
definitd de relatia

wtx)=2t+1+x[(t+2)—(2t+1)]=2t+1—-tx+ x
Atunci, functia v va fi de data de

v(t, x) =u(t,x)—2t—1+itx-x
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si, dupa inlocuirea in problema initiala, va rezulta ca este solutia
urmatoarei probleme omogene a coardei cu conditiile la limitd nule:

o’ ox’
v(t,0)=v(t,1)=0
v(0,x)=10
@(O,x)zx—2

Ot

Aceastd problema are solutia de forma

v(t,x)= Y (A coskmt + B sinknt ) sinknx,

k=1
unde
A, =0s1 B —ij(x—Z)sinkﬂxdx—M
k k k7Z'0 k27Z'2 .
Atunci
v(t,x)= 22[( ' - ]sinkmSinkﬂx,
o k'rt

rezultand apoi solutia problemei initiale

2 2[(-1)" -2]
Kk’

5.1.5. Determinati solutia urmatoarei probleme a coardei vibrante

or’  ox’
u(t,0)=u(t,r)=0

u(0,x)=0
ou T
Z0.x)="=
o (V=5

sinkntsinknx )+ 2t —tx + x + 1.

u(t,x)= (Z

unde xe [0,7 ]t >0

Solutie: Cautam solutii de forma u(t, x) = T(t) X(x) si atunci
ecuatia coardei se va scrie 7" X =TX"+TX, de unde, separand
variabilele, vom avea T7= X;X =-A, cu 4 € R. Se obtin de aici

ecuatiile
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(1) X'+ (A+DX=0
(2) T”+ AT = 0.
Prima ecuatie are solutiile

X(x)=c;cosNA+Ix+c,sinNA+ Ix,

unde 4 + 1 >0, c;, c; fiind constante. In cazul 4 <-/ se obtine solutia
nula pentru ecuatia initiala, care nu convine.

Conditiile la limitd nule X(0) = X(n) = 0, conduc la ¢; = 0 si

sinNA+Ir=0, de unde VA+1=k, k € Z. Atunci, valorile proprii
obtinute vor fi de forma

Ay =k?—1k>1,
1ar functiile proprii corespunzatoare
X (x)=cy sinkx, c, constante, k > 1.

Avand in vedere valorile proprii determinate anterior, cea de-a

doua ecuatie devine 7” + (kKX — 1) T = 0, iar r;, = + iNk? =1 sunt
radicinile ecuatiei caracteristice #* + (k° - 1) = 0. Atunci, solutiile celei
de-a doua ecuatii vor fi de forma

T,(t)=A, costNk? — 1+ B, sintNk? =1, A, B, constante, k > 1.
Solutia ecuatiei coardei cu conditiile la limita va fi scrisd sub forma
u(t,x)=Y, (4, costNk? =1 + B, sintNk’ —1)sinkx,
k=1

coeficientii 4; si By determinandu-se astfel, din conditiile Cauchy

T 1k
Ay =0s1 B, :ijzsinkxdx:#,
kxy 2 k
) ) . . 2
de unde, functie de paritatea lui k, avem B;, = 0 §1 By,,; = .
(2p+1)

Prin urmare, solutia problemei date este

u(t,x)zZZ;zsint\/(2p+l)2 —Isin(2p+1)x.
p20(2p+1)
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5.1.6. Sa se determine solutia urmatoarei probleme a coardet

o’u o’u
Ot Ox
u(t,0)=u(tl)=0

u(O,x):xZ—x

ou
—(0,x)=0
at( x)

unde xe/0,1],t>0

Solutie: Suntem 1n cazul ecuatiei neomogene a coardei, supuse la
oscilatii fortate si avand capetele fixe.

Cautam solutii de forma u = v + w, unde v este o solutie a ecuatiei
neomogene care satisface conditiile la limitd nule §i conditiile initiale
nule

v(0,x)=0
ov
—(0,x)=0
ARG

1ar w este solutia ecuatiei omogene cu conditiile initiale
w(t,0) =w(t 1) =0
w(0,x) =x"—x
w, (0,x) =0
Solutia w a ecuatiei omogene este de forma
w(t,x) = (A cosknt+ By, sinknt)sinkmnx
k=1
unde coeficientii 4 si By sunt dati de relatiile
1 k
_ 2 . A1)
4, = 2I(x —x)sinkmxdx = k3—3 si B, =10,
0 T
deci

w 471k
w(t,x) = Z%coskﬂsin k.
k=1 k™7
Dezvoltand functia g(z, x) = - 4t pe intervalul (0,1) in serie Fourier
obtinem

g(t,x)=—4t=> g, (t,x)sinknx,
k=1
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unde

1 k
gk(t,x)=2f(—4t)sink7vcdx=8[(_1) _]]t,
0

kr

deci, functie de paritatea lui £,

g(t,x)=0
16t

t, - -
g241(8,x) (2l+1)n

si prin urmare functia v se va exprima prin

v(t,x)= T, (t)sinknx
k=1

unde

sint
T (t kn(t—7)dr=—— .
(1)= Jgk(rx)sm At —t)dr="t - =

Solutia problemel date va fi deci

wt)=3 Y

cos knt sin ko + (t —sint )sinknx }.

8[(-1)"-1]
krx

5.1.7. Rezolva;i problema coardei vibrante de lungime infinita si
care nu este supusa la perturbatii exterioare

2 2
Tu_gou
ot Ox
{ u(0,x)=¢e* under>0,xeR

a—u(0,x):x+l
ot

Solutie: Pentru determinarea solutiei se aplicd prima formula
D’Alembert-Euler

x+at

u('t, x)——[f(x+at)+f(x at)]+— J.g(s)ds.

In cazul problemei de fatd, a = 3, f(x) = e sig (x) =x + 1. Va
rezulta atunci
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] a3 Y3 1x+3t 5 9t+e—9t
u(t,x)=—[e 17 ]+ = ((s+1)ds=e” ——— + xt +t¢
2 x—3t 2

de unde solutia problemei date va fi
u(t, x) = e ch9t + xt + t.

5.1.8. Gasiti solutia problemei coardei de lungime infinita, supusa
la vibratii intretinute

o'u 10%u
—+ X
ot’ 48x
u(0,x)=2-x unde t>0,xeR
ou
—(0,x)=1
at( )

Solutie: Fiind vorba despre ecuatia neomogena a coardei vibrante
de lungime infinita, aplicim a doua formuld D’ Alembert-Euler

x+at tx+a(t=s)

u(tx)——[f(x+at)+f(x at)]+2— jg(s)ds+2ij [o(s.y )dyds

x—at Ox—a(t—s)

Pentru problema data avem a = é, fx) =2—x,g(x) =151 ¢t x) =

Atunci vom obtine

t t—s
x+f x+—
u(tx)——(2 x—5+2 X+ )+ jds+j( jsydy)ds
L0t
2 2

de unde solutia problemei date va fi

3
u(t,x):%+t—x+2.
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Ecuatii cu derivate partiale de ordinul 2 de tip parabolic

5.1.9. Sd se rezolve problema propagarii caldurii intr-o bara de
lungime /, cunoscand temperatura la momentul initial in bard si
temperaturile la extremitatile acesteia

ou_o
o ox?
u(t0)=u(t,l)=0 unde xe/[0,l],t>0
u(O,x)zx2 + X

\

Solutie: Problema se refera la ecuatia omogend a caldurii, cu
conditiile la limitd nule, bara avand capete fixe.

Solutia cautata este de forma u(z, x) = T(t) X(x). Ecuatia

initiala se va scrie scrie atunci 7 X =T7X , de unde vom nota

T X o
—=—=-1,cu A €R. Seobtin de aici ecuatiile

T
(1) X +AXx=0
) T + AT = 0.

Pentru rezolvarea ecuatiei (1) se scrie ecuatia sa caracteristicd
¥ + A = 0. Se obtine solutie nenula pentru problema coardei doar in cazul

daca 4 >0, deunde r; , = +i\/ . Atunci, solutiile ecuatiei (1) se scriu

X(x)=c;cos Jax+ c, Sin \/Zx, c;, ¢, fiind constante.

Din conditiile la limitd nule X(0) = X(I) = 0, rezultd c; = 0 si
sinN Al =0, de unde Jal = kr, k € Z. Atunci, valorile proprii obtinute
vor fi de forma

kr
Ak =(7)2,k21,
iar functiile proprii corespunzatoare
o ke
Xi(x)=cy smT , ¢, constante, k > 1.

Vom rezolva in continuare ecuatia (2). Avand in vedere valorile
proprii determinate anterior, aceasta se va scrie
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!

K’
_ 5

b

T
T

iar prin integrare se obtine

kK’r?

t
A 2 iRl
T.(t)=ce " ¢ constante, k > 1.

Atunci, solutia problemei caldurii va fi scrisa sub forma

_k2ﬂ2t
2 . kmx
SIn——

b

o0
u(t,x)= > cpe
k=1

unde coeficientii ¢ se determina din conditia Cauchy u(0, x) = x° + x,
X
d.

_2 2= 4[(-1)" -1] >
Ck_l ; X = P (" +1)+ (k7r)3 [~

!
_[(xz +x)sink
0

5.1.10. Sa se determine solutia ecuatiei caldurii impreund cu
conditiile Cauchy-Dirichlet
ou_ou_
ot ox?
u(t,0)=u(t,x)=0unde xe[0,7],t >0
u(0,x)=x

Solutie: Este vorba de problema neomogena a propagarii caldurii
intr-o bard cu capetele fixate. Cautam solutia sub forma u(z, x) = T(t)X(x).
Notam

T_:X;SXZ_/L,{ cR
T X

si rezolvam ntai ecuatia
X' +(A-3)X=0.
Problema data admite solutii nenule doar daca A > 3.
Se obtin valorile proprii
A =k? +3k>1.
De asemenea, functiile proprii corespunzatoare sunt:

X, (x)=cy sinkx, c; constante, k > 1.
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Rezolvand apoi prin integrare ecuatia T + AT = 0 si tinand cont de
valorile proprii determinate, se obtine
n 2 IR
T, (t)=cre * 3" ¢ constante, k > 1.

iar apoi solutia problemei initiale de forma

= K’ +3

u(t,x)= che_( 3 sinkx,
k=1

unde

T _ 7 yk+]
Cp zzj‘xsinkxdxz&.
7o

5.1.11. Rezolvati urmatoarea problema

-

ou_ou
o ox?
u(0,x)=x>+1 unde xe/0,1],t>0
u(t,l)za—u(t,()):O
ox

Solutia: Functiile cautate fiind de forma u(?, x) = 7(¢) X(x), vom
rezolva intéi ecuatia X + AX = (), obtinuta in urma aplicarii metodei lui
Fourier sau a separarii variabilelor, cu conditiile la limitad X (0)= X(1) = 0.

Problema data are solutii nenule doar pentru A > 0. Se vor obtine valorile
proprii

A :[(2k+1)%]2, k>0.
si functiile proprii corespunzatoare

X, (x)=c; cosM

X, ¢, constante, k > 0.
Ecuatia a doua, obtinutd tot in urma aplicarii metodei lui Fourier,

T = - A, unde A sunt valorile proprii determinate anterior, are solutiile

_(2k+1)27t2t
T, (t)=c,e 4 ,c; constante, k > 0.

Atunci, solutia problemei date va fi de forma
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(2k+1)°7?

o0 t
u(t,x)=>Y cpe 4 cosmx
k=0

2

b

1ar coeficientii ¢, se vor determina din relatia

(2k+1)x 8(—1)F 32(-1)F
—de = — .
(2k+Drx  (2k+1)°7°

1
ck=2j(x2+1)cos
0

Prin urmare, rezulta ca solutia problemei intiale este

_ k _ k _(2k+1)2ﬂ'2t
wix)= [ S(=1)" _ 3a-1)" T[T (2k+ D

iz (2k+Dz  (2k+1)°2° 2

5.1.12. Sa se rezolve problema propagarii caldurii intr-o bard cu
capetele nefixate

ou ,0u

—=—a =0

ot ox’
u(t,0)=1
u(t,l)=1
u(0,x)=2

unde xe€ [0,1],t >0

Solutie: Se cauta solutie de forma u = v + w, unde
w(t, x) = u(t, 0) +xfu(t, 1) —u(t, 0)] = 1.

Atunci u = v + [, de unde va rezulta cd functia v = u — [ verifica
urmatoarele relatii, adica ecuatia caldurii cu conditiile la limita nule

o 0%y

a —=
ot ox?
W1,0)=0

v(t,1)=0
v(0,x)=1

0

Solutia acestei probleme este

2,2 2
v(t,x)= Y cpe T sinkmx
k>1

unde
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1
Cp = 2J.Sink7zxdx:i[] —(—])k] .
0 kx
Se va obtine atunci solutia problemei intiale de forma
u(t,x)=1+ 4 Z;e_(zn”)zﬂzazt sin(2n + 1 )rx.
T n:021’l + 1

5.1.13. Sa se rezolve problema propagarii caldurii intr-o bara de
lungime infinita
ou_ o

ot ox” undex e R, t >0

x2

u(0,x):e_ﬁ

Solutie: Conform formulei lui Poisson, solutia problemei va fi data
de urmatoarea relatie

(x=¢)°
1 2 2
u(t,x)z 261\/%_'[(?(5)6 dat dé

¥ 2

In cazul problemei date, a = 2, ¢(x) = e_ﬁ, de unde va rezulta

;o S )
u(t,x)=—— |e 0e 16t d&
d~tr _IOO
si, prin urmare,
2
2 2 _r 2
o] _i _(x_ég) e 16t © —i(ﬂ)-l-@

1
u(t,x)=—— e 6e 16t Jf= e 16t 7 16tgF —
() 45_{0 i >
2

X I+t & x x?
_ 0 Y - 2
e 16t .[e ¢ [4 4(1+t)] +16t(1+t)d§:

Cir

x? x?

_Tm+16t(t+]) o —f L(i_ )]’
e 1+t 4 4(1+t) dg

YN

X

e
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t & X

Facand schimbarea de variabilda y= = — ]
4 4(1+¢t)
obtine dy :%/%dé si atunci
xZ
161

-y’
u(t,x)= \/_\/?J‘ dy .

o0
2
Cum f e dy =+ ,rezulta ca solutia problemei initiale va fi
—o0

xZ

e_16(1+t)

U(tx) ===

5.1.14. Rezolvati problema propagarii caldurii intr-o bard de
lungime infinita

ou_Su
ot oy undex eR,12>0
u(O,x)=2x3—1

Solutie: Aplicand formula lui Poisson, solutia problemei va fi data
de urmatoarea relatie

(x=¢)?
4a’t
u(t,x)= a\/— f(/)(ff)e dg,

unde a = I si ¢(x) = 2x’ - 1. Vom obtine prin urmare

(x=¢)’
u(tx)— j(zg —1)e # dE.

xX-¢
2t

se obtine dy = —Ldg

At

Dacd facem schimbarea de variabild, y =

si §:x—2y\/;, iar apoi

u(t,X):% J.[2(x—2y\/;)3 —I]e_yzdy:2x3 —1+12tx.
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O altd metodd de rezolvare este determinarea solutiei problemei

conform relatiei

u(tx)=3 = f”")( ),

k>()k/

functia f fiind infinit derivabild pe R. In cazul de fatd, functia f este
polinomiala, si anume f* R— R, f{x) = 2x’ — 1. Atunci, cum f”(x) = 12x si

™) =0, Vn>4six R, vom obtine
u(t,x) =2x + 12tx— 1.

Ecuatii cu derivate partiale de ordinul 2 de tip eliptic

5.1.15. Sa se scrie ecuatia lui Laplace in coordonate polare.
Solutie: Fie ecuatia lui Laplace

ou az
=0,u=u(x,y)
8x2
. : . . X=rcosQ
in coordonatele reale x si y exprimate in coordonate polare o
y=rsing

Avem relatiile 7 =x" + )’ si ¢ = arcth.
X

Se calculeaza succesiv derivatele partiale de ordinul 1 si ordinul 2
ale functiei u

u_oudr oudp__x ou__y
o Ordx O oOx mﬁr x>+ 0’
ou _ ouor 8u6(0 y 6_u+ x  ou
Bl aray dp Oy mér x2+y26¢’
82u_ x? 82u+ y2 82u
6x2_x2+y2 or’ (x2+y2)28g0 (x? +y )/x +y? 6r6(o
2xy
(x +y )ma’” (x*+y )28(P
’u  y? du u 0u

= +
oy’ x+ylort (x +y) a(p (x +y )q/x 4y orop
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2xy ou

N x? ou
2,223,
(x> + Y2 x?+y2 O (x7+y7) Op
Dupa inlocuirea in ecuatia initiald se obtine ecuatia lui Laplace in
coordonate polare

o°u 1 0°u 1éu
+— +——=0
o’ 1 op’ ror

sau echivalent
10 1 ’u
——(r ) =0.
ror  or’ 8(0
5.1.16. Sa se determine functia armonica in discul unitate astfel

A A . . . o - 2
incat pe frontiera acestui disc sd ia valoarea cos“ ¢, ¢ € [-7, 7].

Solutie: Functia armonicd u cdutata, in coordonatele reale x si y,
continud avand derivate partiale de ordinul doi continue, satisface ecuatia

lui Laplace
2 2
6—1; + 8_1; =0.
ox° Oy

Pentru determinarea solutiei problemei Dirichlet relative la cerc,
aplicim metoda separarii variabilelor. In acest scop vom lucra in
coordonate polare (7,¢). Ecuatia lui Laplace in coordonate polare,
impreuna cu conditia Dirichlet pe circumferinta discului unitate, se scrie
sub forma

+ =
r or 8r 2 a¢ unde 0 <r <1, ¢ € [-m, 7.
u(],(o)zcos Q

Cautdm solutia problemei sub forma u(r, @) = Z(r)F(g). Inlocuind
in ecuatia lui Laplace rezulta
1 ]

Ipd 4z ZF =0
r dr( ) 72

si separand variabilele avem

=— = A,A1 = const.
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deoarece membrul stang depinde numai de r, iar membrul drept numai de
@. Prin urmare, functiile Z si F verifica ecuatiile:

F' +AF =0
ri(rd—z)—/lZ:O
dr dr

Prima ecuatie trebuie sd aibd solutie periodicd, avand perioada 27 iar
aceasta se poate Intampla numai pentru 4 > 0, cand ecuatia caracteristica

¥ + A = 0 are solutiile Vi, = +i\/ . Atunci obtinem

F(p)= Acos\/Z(p+Bsin\/Z(p.
Din conditia de periodicitate F(¢@ + 2kz )= F(¢@) rezultd ci V1 este un

numar Intreg, deci VA =neZ. Prin urmare, se va obtine
F,(p)=A4,cosnp+ B, sinng,n =>1.
Inlocuind acum pe A in a doua ecuatie si notand Z(7)=r%, @ € R avem
Z(r)=ar® ' Z (r)=ar® 1 (rZ (r)) =a’r?,
de unde a’r% —n?r* =0siapoi @’ =n?, deci a ==+n.
Atunci, solutia celei de a doua ecuatii va fi
Z,(r)=ar" +br",n>1.

In cazul n = 0, rezultd Z,(r)=cylnr+c. Avand in vedere ca
functia u si, prin urmare, F' si Z trebuie sa fie continue in disc, si cum
limr™" =
r—0

limlnr =—
r—0

trebuie ca ¢y =051 b = 0 si deci
Zo(r) =c, Z,(r) =ar’, n=12,...
Prin urmare, vom cauta solutia problemei Dirichlet sub forma seriei
u(r,p)=c+ > r"(A,cosnp+B, sinng)
n=1

unde pentru n # 2 se obtine
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17% 1 7%
J

An:—J.cosz pcosnpdp =— (]+c0s2(p)cosn(pd(p:iJ.cosn(0d¢)+
- 2r 2 -,

-

T VA
+i I cos(n+2)q0dg0+i Jcos(n—2)¢d¢=0
4 = 4 =

] v

1
B, =— J. cos’ @sinnpdp =
T _x

v ] v
— _[ (1+cos2¢)sinnpdp =— Isinn¢d(p+
2 . 2r

T T
+i I sin(n+2)gz)d(p+i jsin(n—2)¢d¢=0
47[_7[ 47[—;r

1% 5 17 )i
c:—jcos ¢d¢:—j(]+cos2¢)d(p=—
27T_ﬂ T 2
lar dacin =2

17 1%
A, =— f cos’ pcos2pdp =— I(]+COS2¢)COS2¢CZ(D=
V2R 2 .

1 . 1% 1
—sin2 +— | (l+cos4p)dp=—,B, =0
o sin2el” _I,,( #)do =B

si atunci
2

I r
u(r,p)=—+-—cos2¢p.
(r.9)=-+—cos2p
5.1.17. Sa se rezolve ecuatia
Vu = - Axy, A = const.

in discul de raza R cu centrul in origine, cu conditia

u‘r: 2 =0
Solutie: O solutie particulara a ecuatiei lui Poisson este
Axy 5, > Ar? sin? 1)
v=—"(x"+ =- " 7
o (X Y

si satisface conditia
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V(R,p)= —2—11R4 sin’ @

st atunci, daca u = v + w, w va fi solutia problemei
Viw =0
care in coordonate polare revine la

2
1o, ow, 18w
ror Or »2 6¢2

) .

Dupa determinarea functiei w dupa metoda de mai sus avem

Ar?

Y (R2 —rz)sin2(p.

u(r,p)=

Ecuatii cu derivate partiale de ordinul 2 de tip mixt

5.1.18. Sa se rezolve urmatoarea problema mixta

o°u ou 0°u
-+ )—=———u
ot’ ot ox’
u(t,0)=u(t,r)=0

5 unde xe /0,7 ],t>0

u(0,x)=m—x

ou
—(0,x)=0
at( )

Solutie: Fie u(t, x) = T(t)X(x) solutia problemei. Atunci ecuatia
initiald se va scrie
T'+2T X' -X
T X

Rezolvam intéi ecuatia

=-A,4 R

X' +(A-DX=0.
Problema data admite solutii nenule doar daca 4 > 1.
Se obtin valorile proprii

A =k? + Lk>1.
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De asemenea, functiile proprii corespunzatoare sunt:
X (x)=cy sinkx, ¢, constante, k = 1.

Rezolvam apoi ecuatia 7 + 2T + AT = 0, tindnd cont de valorile
proprii determinate, si obtinem ecuatia caracteristica * + 2r + k* +1 = 0,
care are radacinile ; , = -1 + ik, de unde

T,(t)=e"'( A, coskt + B, sinkt), A, ,B, constante, k > 1.

Atunci, solutia problemei va avea forma

u(t,x)=Y e '(A, coskt+ B, sinkt)sinkx,
k=1

unde 4, =§I(ﬂx—x2)sinkxdx=—ké[(—])k —1] siBy=0,k=>1.
0 T

Se va obtine atunci

—t

u(t,x):§22e cos(2n+ 1 )tsin(2n+1)x.

T p>0<n

5.1.19. Gasiti solutia urmédtoarei probleme mixte

o’u ou 0u

_—t = —

o’ ot ox’

ut0)=u(t1)=0 1 de xe[0,17,6>0
u(0,x)=0

ou
Z0.x)=1-
81‘( X) X

Solutie: Daca u(t, x) = T(t)X(x) este forma cautata a solutiei
problemeli, atunci ecuatia initiala se va scrie
T” + TI ~ X!/
T

=-1,4 R

Rezolvam intai ecuatia
X +1X=0.
Problema data admite solutii nenule doar daca 4 > 0.
Se obtin valorile proprii

A =k’ k>1.
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si functiile proprii corespunzatoare vor fi:
X (x)=cy sinknx, ¢, constante, k > 1.

Rezolvam apoi ecuatia T + T + AT = 0, tinand cont de valorile
proprii determinate, si obtinem ecuatia caracteristica »° + r + k* 7 = 0,

1 N4k*n? -1
care are radacinile r; , = — E + l#’ de unde

_1, ] 7
T, (t)=e ? (A;; cost1/k27r2 _Z+Bl; sint. |k’x? —Z),unde A,’C,B,'c sunt

constante, k > 1.

Atunci, solutia problemei va avea forma

u(t,x)= Ze 7 (A cost1/k2 2——+B Sll’lt1/k2 7 )Slnk7zx

unde 4, = 0 si B, :—j(z x)smkﬂxdx—ﬁ,kzl.

Se va obtine atunci

I
—
u(t,x)z%Ze 2 izsintwszﬂZ—isinkﬂx.
=k 4

5.1.20. Gasiti solutia urméatoarei probleme mixte

( 2

a—u=8—+u+251n2xsmx

ot ox’
u(t,%):o -
u(0,x)=0 unde XE[O’E]’tZO
ou
—(t,0)=0
ax( )

Solutie: Determindm solutia sub forma u = v + w, unde v este o
solutie a ecuatiel neomogene cu f(¢, x) = 2 sin2x sinx care satisface
conditia v(0, x) = 0, iar w este solutia problemei
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w_o'w
o ox?
T
t,%)=0
w( 2)
w(0,x)=0

ow
—(t,0)=0
ax( )

Cautdm solutia de forma w(t, x) = T(t) X(x). Atunci, prin Inlocuire in
ecuatie rezulta

A !

X—+]:T—:—/1+I,/1 eR.
X T

Rezolvand ecuatia X + AX = 0, cu conditiile X (0) = X{( % ) = 0, se obtin

valorile proprii 4 = (2k + 1)°, k >0 si functiile proprii
X(x) = ¢y cos(2k + I)x.

In continuare, exprimam functia v prin seria

v(t,x)= iTk(t)cos(ZkJrl)x.
k=0

g . a : : : T
Dezvoltam functia f in serie Fourier pe intervalul (0, 5 ) si obtinem

Sf(t,x)=2sin2xsinx =cosx —cos3x= Y ¢, cos(2k + 1 )x
k=0

unde

2sin2xsinxcos(2k + 1 )xdx

Q'—ni\)\§

4
Cr=—
T

siprinurmare ¢y = I sic; = -1.

Avem 1n continuare

i[Tk'(rH[(zk +1)° —1]T,(t)]cos(2k+1)= f(t,x),

k=0
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de unde se obtine
Te(t) + [(2k + 1)° = 1]Ty(®) = cu®).
Va rezulta

t
2
Ti(t)=[e =100 (7)dr
0

dmL%m=t$Lm=é€&+é.

Solutia problemei date va fi

u(t,x)=tcosx +é(e_8t —1)cos3x.

5.1.21. Sa se rezolve urmatoarea problema mixta

2
8—u:a—z{+l‘sinZ7zx+e_gﬁztSin37zx+x(]—2t)+21,‘
ot ox

u(0,x)=sinmx+ 2 sin 2mx
u(t,0)=1t>
u(t,l)=t

unde xe€ /0,1],t>0.

Solutie: Functia cdutatd ca solutie a problemei mixte

corespunzdtoare ecuatiei neomogene este de forma u = v + w, unde
w(t, x) = + x(t— £’), iar functia v verifici relatiile

v o’ o2

== ttsin2mx+e " 'sin3mx
ot ox’
J v(0,x)=sinmx + 2 sin 2mx
v(t,0)=0
v(t,1)=0

Pentru  aceastd  problema, cautam solutii de forma

v(t,x)= YT, (t)sinknx, la care se ajunge aplicAnd metoda Fourier sau a

k=1
2

e . ov 0% e
separarii variabilelor pentru ecuatia > = 8—2, cu conditiile la limita nule
X
v(t, 0) = v(t, 1) = 0. Tinand cont de relatiile pe care le verifica functia v,
va rezulta
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{T,;(r)+k%2Tk(r)=ck(r)

T, (0)=ay
unde
th =2 Lk=1
@) =1 k=3 siq=1 2k=2
0ke!23) 0kefl2)

Solutia problemei Cauchy anterioare este
2 2, L2 )
Te(t)=ape 7+ [ 7 (e (r)dr .
0
Tinand cont de valorile coeficientilor g si ¢, obtinem

2 2, 1 2 4 2 2
T (t)=e "' +2e7%" t+Ie_4” (I_T)Z'dz'+je_9’Z (1=0) =97 Ty r |
0 0

Dupa efectuarea calculelor, va rezulta cd solutia problemei mixte

initiale este

7r2t t 1 1 —47[2t

2
u(t,x)=e ™ 'sinme+(2e?
4’ 167 167°

2
+e " sin3me+ 12 + x(t—17)
5.2. Probleme propuse

5.2.1. Sa se determine solutia ecuatiei coardei

O’u  ,0u
=a
ot’ ox’
w(1.0)=u(t,l)=0

u(O,x):4(x—x72)

unde xe€/0,1],t>0

ou
—(0,x)=0
at( x)

Raspuns: Caz particular al problemei 5.1.2, cu s =1
u(t,x):ﬂlw 1 os(2k+])7mtsin(2k+])m_

2.

C
7’ k=1(2k+])3 [ [

+ — + e )sin 27mx
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5.2.2. Sa se rezolve problema omogend a oscilatiilor libere ale
coardei de lungime /, cu capetele fixate, stiind cd vitezele intiale ale
punctelor sunt nule, iar deplasarea initiala are forma liniei frante OAB,
unde punctele date au coordonatele O(0, 0), A(c, h) si B(l, 0), ¢ € (0, 1),
h> 0.

Raspuns: Ecuatia coardei, impreunda cu conditiile Cauchy —
Dirichlet, este de forma
o%u 5 o°u
274 73
ot ox
u(t,0)=u(tl)=0
h
o Joxel0e) unde xe[0,1],620
WO0.X)= hei—x)

ou
—(0,x)=0
at( x)

xe[cl)

1ar solutiile problemei sunt

2h17 &1
u(tx)= hl Z_ i 17 OSnam‘Sinnﬂx

c(l C)n= n’ [ [ [

5.2.3. Rezolvati problema oscilatiilor coardei de lungime /, fixata la
capete, nesupusa la forte exterioare, stiind cd in pozitia initiala coarda este
in repaus, iar viteza initiala a punctelor coardei este

8_u(0 x)=v, = constantd, V'x € [0, []

Raspuns: Problema coardei se scrie sub forma

o%u 282u

2% 73

ot Oox
w(t0)=w(tD)=0"de xe [0.1].t>0.

u(0,x)=0

ou
HM0.x)=
Py (0,x)=v,

si are solutia

4lv, 1 <in a(2n+ 1)t sin (2n + I)7zx.

ult,x )=
(%) ar’ 1 Zo(2n+1)° I /
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5.2.4. Sa se rezolve problema oscilatiilor libere ale unei coarde
vibrante omogene de lungime /, fixatd la capete, stiind ca in pozitia
initiald coarda este in repaus, iar viteza initiala a punctelor coardei este

E(O’X): 2a
O,x¢e[x)y—ax)+a]l

XE[x)—a,xy+a]l

unde 0 < xp-a<xytas<I,4 eR.

Raspuns:
2 o
u(t,x)=4Aa2l > 5 ! 75 Sinnm()cosnﬁasinanmsinnm.
arx® aomn(l° —4n‘a’) [ [ [ [

5.2.5. Sa se afle solutia ecuatiei coardei

or’ o’

Jut0)=u(tD)=0 \4e xe[01].t>0
u(0,x)=0

ou
—(0,x)=2
at( x)

Rispuns:  u(f,x)= kiisin(zk T Datsin( 2k + 1)

T k=1

5.2.6. Sa se gaseasca solutia problemei coardei

d'u _ Ou
ot’ ox’
t,0)=0u(tl)=t
<u(’) u(t.l) unde xe/0,1],t>0
u(0,x)=2
ou
—(0,x)=0
at( )
Raspuns:
RSRE T VR N . V2 212 2sin(2k”)’”]-
I = (2k+Dr ! (2k+1)nm I
-sin(2k+])ﬂx

[
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5.2.7. Sa se determine solutia ecuatiei coardei

o'u  Ou

= +x

o’ ox’
u(t,0)=u(t,r)=0

<

u(0,x)=sin2x

ou
—(0,x)=0
at( x)

unde xe [0,7 [t >0

155

Raspuns: u(t,x) = sin2xcos 2t + Z(—I)k” k%(]—coskt)sinkx

k=1

5.2.8. Sa se afle solutia ecuatiei coardei

o’u  o'u
~= — +tcost+2
ot ox
u(t,0)=t"+Lu(t,r)=t"+2
d 0,7],t=0
u(O,x):£+] unde xe /0,7 ]
r
ou
—(0,x)=0
Gt( )
Rispuns: u(t,x) =23 (=1)""tsint sinkx.

k=1
5.2.9. Sa se rezolve problema mixta a coardei vibrante:

o'u  O’u
_ -0
ot’ ox’
u(t,0)=sinmt
u(t,2)=0 unde xe/0,2/,t=0
u(0,x)=0

ou
—(0,x)=0
at( )

Raspuns:

u(t,x):—sinﬂ[(]+i—£)sinm‘+tcosm‘] +
2 T 2

zz( ! sinm‘—isinnm‘)sin@.
n—an n? -1 nr 2
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5.2.10. Sa se gaseasca solutia problemei Cauchy

(0°u  o%u

=t

ot~ Ox

u(0,x)=0 unde t>0,xeR

ou
—(0,x)=0
8t( x)

Raspuns: u(t,x)= —éﬁ.

5.2.11. Sa se gaseasca solutia problemei Cauchy
ou_ 0

ot? ox?

u(0,x)=¢”* unde 1>0,xeR

ou
—(0,x)=2
8t( x)=2x

Rispuns: u(t,x )= e’ chdt + 2ix.

5.2.12. Sa se rezolve urmatoarea problemd a propagarii caldurii
intr-o bara

ou_o%
o o’
u(t,0)=0
u(t,l)=0
u(0,x)=x2 —1

unde xe/0,1],t>0

\

Raspuns:

2 8 ~(2n+1)° 2%t .
u(t,x)= ) — + e sin(2n+ 1 )nx
(0= T ] (2n+1)
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5.2.13. Sa se determine solutia problemei mixte pentru ecuatia
caldurii

ou 282u
—_— =g —
Ot ox’
u(t0)=t+1

nde xe/0,1],t>0
w(tl)=t—1 [0.1]

u(0,x)=-2x

Raspuns:

u(t,x)= _4 > #6_(2“1)27,2612; sin(2n+1)mx—2x +t + 1.
T n=0 2n+1

5.2.14. Sa se afle solutia problemei
ou  ,0u_

- a —
ot ox’
w(1,0)=0

u(t,1)=0
u(0,x)=f(x),

0

unde xe/0,1],t>0

x,0<)c<i

unde f(x)=

[—x,—<x<l
2

4 = ] P 5 ; _a2(2n+1)27[2[
I N ELT) . Ja

Raspuns: u(t,x)=
7l aso(2n+1)° [

5.2.15. Sa se gaseasca solutia ecuatiei caldurii
ou_o'u_
or  ox’
u(t,0)=u(t,l)=0 unde x€/0,1],t>0
u(0,x)=1
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P _[(2k+1)27r2+]]t ]
Rispuns: u(t,x)=— e 2 sin“—)ﬂx
7Z'k:]2k+1 /

5.2.16. Sa se determine solutia ecuatiei caldurii

2
%:2 L; +e " sin2me+ 1
X

u(t0)=tu(tl)=t+1 unde xe/0,1],t=0
u(0,x)=x"+x-1

Raspuns:

© 1)k
u(t,x)=t+x+te_4”2t sin27zx+22[2( ])3 —i]sinkﬂxe_kz”zf .
k=1 (k) kr

5.2.17. Sa se determine functia armonica in discul unitate astfel
A A . . qe o - .2
incat pe frontiera acestui disc sa 1a valoarea sin” @, ¢ € [-7, 7].

1 1
Raspuns: u(r,(p)z;—;r2 cos2¢.

5.2.18. Rezolvati urmatoarea problema a caldurii

ou 0’u
—=——>+4u
ot o’
u(t0)=u(t,xr)=0 unde xe [0,7],t=0

u(0,x)=x° —mx

Rﬁspuns: u(t’x):_§ Z 1 e—[(2n+])2_4]t Sln(2n+1)x

Tao(2n+1)°
5.2.19. Sa se gaseasca solutia problemei coardei
o%u B o%u
o’ o’
w(t,0)=1" +Lu(t,)=t> +1 4. xe[00].t>0
u(0,x)=x+1

ou
—(0,x)=0
at( )
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Raspuns:

(-)""! = . :
u(t,x)=4 [~—>—coskmt + 55 Sinknt ] sinkme+1" +1+1tx—x
k>1 2 k*r

5.2.20. Sa se gaseasca solutia problemei coardei

o’ ox?
wr0)=t=Lu(t1) =2t Ge xe[0.1],t>0
u(0,x)=x+1
ou
—(0,x)=0
at( x)
Raspuns:
u(t,x)= 2{4[1 (=) ]cosk7n+L)2sinkﬂt}sinkﬂx+
k=1 kr Kr’

+t—1+tx+x
5.2.21. Sa se rezolve urmatoarea problema
or o’
u(0,x)=e* unde t>0,xeR

ou
—(0,x)=sinx
at( )

+1

2 2
Raspuns: u(t, x) = e* ™' ch2tx + sint sinx.

5.2.22. Rezolvati problema propagarii caldurii intr-o bard de
lungime infinita

Gu_azu
5_8)7 undex e R, >0
u(0,x)=3x+2

Raspuns: u(t, x) = 3x + 2.



160 Ecuatii diferentiale si cu derivate partiale prin exercitii si probleme

5.2.23. Sa se rezolve urmatoarea problema
ou_o'u
ot o’ undex e R, t >0
u(O,x):x6 —xP 41
Raspuns: u(t, x) =x° + 306x" —x° + 180 £x° — 6tx + 120¢ + 1.
5.2.24. Rezolvati urmatoarea problema mixta
o’ ot o’
u(O,x):0,aa—L;(0,x):3 unde 1 >0,xe /0, 1]

u(t,]):(),a—u(t,O):O
Oox

-t
12 > € sin(2p+1)ntcos(2p + 1 )mx .

m? s0(2p+1)°

5.2.25. Sa se determine solutia urmatoarei probleme mixte

Raspuns: u(t,x)=

- 2 2

a_u_g@:a—u+2a—u

or ot oax? ox

wt0)=w(tx)=0 " e xe[0.x]t=0
u(0,x)=2

ou
Z0.x)=
8t( X)=x

Raspuns:

ok gk
u(t,x)=-2Y. et_x{Z[( =1 coskt+%sinkt}sinkx.
k>0 km k
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Capitolul 6. METODE OPERATIONALE PENTRU
REZOLVAREA UNOR ECUATII DIFERENTIALE SI
SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE

6.1. Consideratii teoretice
O functie f: R — R (sau C) care satisface conditiile:
i. f{x) =0 pentrux<0
ii.  feste derivabila pe portiuni
iii. existd numerele reale M > 0 si a > (0 astfel incat
‘ f(x )‘ < Me*,
se numeste functie original.

Daca f este o functie original, atunci cel mai mic numar « care
satisface conditia iii. se numeste indicele de cregtere al functiei f si se
noteaza cu c.

Pentru o functie original f numim transformarea Laplace a functiei
foperatia de obtinere a functiei F: C— C data de

F(S):Tf(x)e_”dx.

Domeniul de convergenta este reprezentat de D f.

Transformarea Laplace a functiei /'se mai noteaza si cu
CLL()](s)=[f(x)e Fdx
0

iar & se numeste operatorul de transformare Laplace.

Operatorul de transformare Laplace se noteaza .£/f(x)] = F(s).
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Proprietati ale transformarii Laplace directe si ale
transformarii Laplace inverse

P,. Liniaritatea
Llof(x) + pex)] = a Llfx)] + p £[g(x)], Vv a, fC.
Domeniul de convergenta D .f ND.g < D .(of + pg).
P, Translatarea functiei original in domeniul timp
Llfx-a)] = L£[f(x)], Ya> 0.
Domeniul de convergenta D f.

P;. Translatarea imaginii in domeniul frecventei complexe
(amortizarea functiei original)

L[e" fix)] = L[f(x)]|s—s.cr teC, Re s > ¢ + Re t.
Domeniul de convergenta D f translatat la dreapta cu Re t.

P4. Schimbarea scalei timpului

f[f(g)] = a LLf(9)]|sass¥ @ > 0.

Domeniul de convergenta {s€C| as € D}

Ps. Proprietatea de derivare a imaginii

di LI)] = - SEf)]
\)

di’l

S}’l

Llfx)] = (-1)" C[xfx)], 1eN’

Domeniul de convergenta D.f.

P¢. Proprietatea de integrare a imaginii
I x
oL foxpdp= o 2

Domeniul de convergenta D f.

P;. Transformarea derivatei de ordinul intai si de ordin superior a
functiei original continue

LIFE)] = sLIx)] =/(0)
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Ll @] = $Fs) - " f0) L) - ... ()
Domeniul de convergenti Df c Df* ... < Df.

Pg. Transformarea derivatei de ordinul intdi si de ordin superior a
functiei original cu salturi

I —tjs
LIF&)] = s L] = fl0) — DA (t;)e
j=1

LIY0] = sF(s) = 57S0) = 57F0) - ... - [P 0) -

10 —t()js U , —l]js
2 (4 )e 2 24 (1 )e i
j=1 j=1

Q-1
k-1 ~tk-1,js
Y )(fk—l,j)e T

j=1
Domeniul de convergenta D.f D f" ... < ka) )

Py. Transformarea integralei originalului

ef[feoa] =2 g
0

Domeniul de convergenta D .f N {s € C| Re s > 0.

Pyy. Transformarea unei functii periodice f cu perioada 7' € N*

LLf(x)] =

J A .
— If(x)e Fdx.
l—e 0

Py;. Formula lui Duhamel
sEIf)] £1g)] = L£L[)g0) + [ f(t)g(x—1t)dt]
0

Domeniul de convergenta D .f ND.g < D f-g.
Py,. Teorema valorii initiale

lim s £[f(x)] = f(0)
lim s[s"F(s) - s*'f(0) - ... - sf*2(0) - " (0)] = lin»é ™

§—>0
t>0
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Py3. Proprietatea produsului de convolutie

Ll*gx)] = Llfx)] £lgx)],
unde (fxg)(x) = [ f(t)g(x—1t)dt.
0

Domeniul de convergenta D .f ND.g < D f-g.

Py4. Transformarea produsului functiilor original (convolutia
complexd)

a+io

L] = - [F(2)G(s - 2)ds.

a—io
Domeniul de convergenta D f ND,.g translatat la dreapta cu a.

Pys. Transformarea Laplace inversa

a+io

fx) = £ [F(s)] = i J.F(s)esxds = ZRQZ{F(S)€SZ,p{ },
a—ioo k

unde { p,{ }x reprezintd multimea polilor sau punctelor singulare
esentiale izolate ale imaginii F(s).

6.2. Probleme rezolvate legate de transformarea Laplace
directa si de transformarea Laplace inversa

6.2.1. Sa se determine transformatele Laplace ale functiilor /'R —>R,
definite prin:

0,x<0
a) f(x) = u(x); d) f(X)={ .
sinx, x>0
b B 0,x<0 B 0,x<0
) J(x)= e’ x>0 e J(x)= cosx,x =0
B 0,x<0 R
©) f(x)= o 3 %€

Solutie: Trebuie demonstrat, in primul rdnd, ca aceste functii
satisfac cerintele impuse unei functii original, dupa care se poate trece la
aplicarea definitiei transformarii Laplace.
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a) Primele douad proprietéti ale functiei original sunt evidente, iar a
treia este satisfacuta astfel:

‘u(x)‘z‘]‘zMecx, cuM=1sic=0.

In plus, calculdm astfel pentru s = p + ig, p >¢

b) Primele doud proprietdti ale functiei original sunt evident
satisfacute. Pentru a treia proprietate, avem:

|| <sMe™ cuM =1Isic=1.
Atunci putem calcula, pentrus =p+ig, p >c =1,
Lle’ ] = Texe_sxdx = Te(]_s)xdx RN
0 0 I1—s 0
1

_ e(]—p)xe—qu
I—s

00 1

0 s—1

c¢) Primele doud proprietdti ale functiei original sunt evidente, iar in
ceea ce priveste indicele de crestere al functiei f, observdm ca pentru
aeR avem

e()x,pentrua < 0,deci,c =0

CcX .
e, pentruo > 0,deci,c =«
o< { P
Calculand, obtinem

1

S—a

Lle” ] = J.e"“e*‘“dx =
0

d) Primele doua proprietati ale functiei original sunt evidente, iar
indicele de crestere se obtine avand in vedere ca

| sinx| <1 =Me",deciM=1sic=0.
Atunci, integrand prin parti, obtinem:

e e}
Llsinx] = .fsin xe “dx=—cosxe”
0

o0
— s_fcos xe dx =
0

o0
§X

o0 o0 (e 0]
=1- sJ‘cos xe Ydx=1-s(sin xe_sx‘() + sjsin xe dx)=1-s’£[sinx]
0 0
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Rezulta

1
I1+s

Llsinx] = 3

e) Functia satisface toate conditiile cerute pentru o functie original,
avand M = [ si ¢ = 0, din aceleasi motive ca si functia de la d). Integrand
prin parti se obtine

S

o0
Llcosx] = J.cosxe_sxdxz >
0 s°+1
6.2.2. Sa se determine transformatele Laplace ale functiilor:
a) sinwx,cos wx, pentru @ > 0,

2 n . x 2
b) X, X, X,XSInX, XCosXxX, xe,Xx

X
e 9
c) shx, chx, sh wx, ch wx.

Solutie: a) Cu ajutorul proprietdtii de asemanare se obtine:

1
L[sinwx | =,£‘)[sin§] =E,f[sinxjs _)izﬁ
0]
L[coswx ] —f[cosij —if[cosx] s = a
- " o e

w

b) Din proprietatea de derivare a imaginii rezulta, tinand cont ca

1 . 1
f[]]:; si Lfe’]=—- ca

s—1
d 1 1
[X]—f[x']]——g(;)—s—z
27 oryexle_ _ da 1, 2 _2
Ll[x"[=L[x-x] dsf[x] dS(S2) 373

d d 2! 3/
E[]=F[xx]=——F[x" | =——(=)=">
ds ds s s

Prin inductie matematica se demonstreaza cu usurinta ca, pentru
n € N, are loc
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n!

’f['x ]_ n+]
Pentru functiile urmatoare avem:
d 2s
Llxsinx] =——L[sinx] ———( )=
ds ds s’ +1  (s?+1)°
2_
f[xcosx]——if[cosx]———( )= SZ ]2
ds ds s° +1 (s +1)
1

lxe*] ==L e ] =2 ()= P

25, d __d 1 _ 2
Llx“e’ ] = df[x xe* ] d((s ])) (s—])3

c) Pentru functiile hiperbolice vom folosi formele lor exponentiale
impreuna cu proprietatea de liniaritate a transformatei Laplace.

Avem deci
th:lychxzﬁ
2
efshe] =eere j-ererp=teto L)1
2 2 s—1 s+17 §2_y
1 “x 1 S
efehx] =Leeret v ere =L )=—
2 2 s—1 S+I s =1
1 1 1 W
L[shax] =— - =
[ / 2(s—a) s+a)) 2 —w?
1 1 1 s

Llchox] =— + = .
[ / 2(5‘—0) s+a)) s?—w?
6.2.3. Sa se determine transformatele Laplace £ [f(x)] pentru
urmatoarele functii:
Sinx

a) ;b)) e sinox;
x

¢) xsinax; d) xe®™ sinaox.
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Solutie: a) Aplicand proprietatea transformatei catului obtinem:

0
Smx] Jf[smx]dp I dp:arctgp :g—arctgs
S

b) Folosind proprietatile de deplasare in complex si de asemanare,

deducem succesiv:

1
Lle® sinwx] = £ [sinwx ] =—,£"[Slnx] =
SsO>S—a o s—)s a
a)
o B )
s’+o’ls>s—a (s—a)2+a)

c) Folosim proprietatea de derivare a imaginii si rezultatul din

problema precedenta. Astfel,
d o 2ws

f[xszna)x]——if[sma)x]——— 3 753
ds ds s° + @’ (s +o0°)

d) Asupra rezultatului de la b) vom aplica derivarea imaginii,

obtinand:

£/ xe" szna)x]——dif[eaxszna)x]——g[(s_aj) +w2]:
2w(s —a)
[(s—a)’ +w’]?

6.2.4. Sa se calculeze transformatele Laplace pentru urmatoarele

functii:
a) sin’ ax,a eR, x>0

b) sinax cosbx,a, b eR, x> 0

c) sin’x, x >0.

. .2 1—cos2ax )
Solutie: a) Deoarece sin“ ax = ———— , obtinem
L£[sin’ ax] = —f[u(x)]——f[cos2ax] Lo s

2 2 2s  2(s’+4a’)

2a’
Zm,a € R,X>0
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b) Folosim formula sinaxcosbx = é[sin(a +b)x+sin(a—b)x]
si avem atunci
L [sinaxcosbx ] zé[i"[sin(a +b)x+sin(a—b)x]] =

_i a+b N a—->b
2" 2 +(a+b) sP+(a-b)"

: 1 : :
c) Deoarece sin’ x = 2(3 sinx —sin3x ), avem

f[sin3x] =i£[sinx]—i£[sin3x] :i r 1.3 .
4 4 45’ +1 45749
6.2.5. Sa se afle imaginea Laplace pentru fiecare dintre functiile
urmatoare:

a) [sintdt;  b) [tsindt;
0 0

c) _[cos2 tdt ; d) Itze_3tdt.
0 0

Solutie: Se foloseste, in toate cazurile, proprietatea de transformare
a integralei originalului 1 avem atunci:

a) af’[J.sintdt] zif[sinx] :+;
0 s s(s”+1)
2s 2

s(s2+1)2 (s2+1)%

b) f[jtsintdt] :lf[xsinx] =
0 s

¢) £/ [cos” wdt ] Zif[cos2 x] :if[#] -
0 s s

1 1 s 242

25 s s?+4 _S(S2+4),
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@ offieVa) =t epe = tepy
0 S S

2
S(S+3)3-

1, 2

- _(_3 s—>s+3) =
s s

6.2.6. Sa se determine transformata Laplace a functiilor:

) fi(x)= e (x~1)"ds
0

b) f5(x) :Tea’ cosb(x —t)dt
0

Solutie: Se observa ca ambele functii sunt de forma produsului de
convolutie. Aplicand proprietatea ca transformata Laplace a produsului
de convolutie a doua functii este produsul transformatelor Laplace ale
celor doud functii, gasim ca:

fyfﬂxizzxye“*x"]=gﬁe”7~£7xfl=—13-Zi,nzo
S—<5
1 s

L[ fo(x)] =L[e™ xcosbx] =L[e™ |- £[cosbx] =

s—as’+b’
6.2.7. Sa se expliciteze functia cu graficul urmdtor i sa se
determine imaginea sa Laplace.

y

a _______

>
O a 2a X

Solutie: Cautdm formula functiei f cu ajutorul functiei unitate u,
folosind functia impuls intre « si S, cu valorile

ox,a,f) = u(x-a) —u(x-p), xeR, f>a >0.
Pentruxe(0, al, y =x, =0, f=a, avem y = x[u(x) — u(x-a)].
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Pentru x €/a, 2a] obtinem y = (-x+2a)[u(x-a) — u(x-2a)], deci

f(x) = x[u(x) — u(x-a)] + (-x+2a)[u(x-a) — u(x-2a)] = xu(x) — 2(x-a)u(x-a)
+ (x-2a)u(x-2a).

Atunci
CLf(x)] =£[x]-2e“E[x]+e " £[x],
adica
—as —2as
eff(x)) =12 st ey

S S S S

6.2.8. Sa se calculeze valoarea integralei

- b
ax_e X

I = Ie—sinwxdx,a >0,b>0,w # 0.
0 X

Solutie: Integrala este convergentd. Distribuind numitorul vom
obtine:
0 _—ax o —bx

e ) e
I:j szna)xdx—j
0o X 0o X

sinwxdx = If[e_ax sinwx | ds —
0

o0 o0

—Tf[e_bxsina)x]dS:f @ ds—f @ ds =
0

V(s+a) + o’ 0(s+b) + o’

a
=arctg— —arctg —.
[

6.2.9. Sa se determine valoarea integralei

1= [—"% _gxa>0,
pX(x“+a’)

Caz particular ¢ = 1.

Solutie: Aplicam asupra integralei / (¢) operatorul £ schimbam
ordinea de integrare, x devenind parametru, si recunoastem imaginile
Laplace obtinute:
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sin txdx

a’)
2)f[sinxt]dx:

LLI(t)] = j(j Jedt = T%az)(Tsinxte_”dt)dxz

X

1 X

+a’)s’ +x’

I % 1 1 T 1 1
=]

> dx =

2

[l
S8
N
~
Se—38

x(x

- FJAx =——(—~ ),

2 2 2 2
s“—ay, x“+a x +s 2a° s s+a

e[I(1)] =5 e[1-e"]
2a
si atunci avem

1(1)="5(1-e).
2a
Pentru ¢ = /, obtinem

1(1)="5(1-¢").
2

a

6.2.10. Calculati valorile integralelor lui Fresnel

1, = '[Sinxzdx st /], = Icosxzdx.
0 0

o0
Solutie: Consideram functia 7,(¢)= I sintx’dx,t >0, care este 0
0
functie original, si aplicam transformarea Laplace:

Lr1(t)] = I(.[Sintxzdx)e_“dt = Hsintxze_“dtdx =
0 0 00
2

—jf[szntx Jdx = j4 dx

0X +S

Pentru calculul ultimei integrale, descompunem numitorul si o
scriem ca suma de doua integrale. Atunci
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2 xdx

LlI,(t)] = =
Lol = ('[ 2—x 25 +s £x2+x«/2s+s)
o0 25 % dx
In(x* —xvJ2s+s) + +
2«/ [ ( )0 2 '[ —X 2S+S]
0 2SOO dx

1 1 2
+ [=In(x" +x\25 +5)
242s 2 0 2 ux?+x42 S+S
[ In( x* —x«/2s+s):+arctg@ ]+
s

N_

w2 +s]"
Vs,

1 1 2 0
+ —In(x° +x~2s +s) —arct
S )|, —aretg

]7r7z7r7z

T
2@(2 424 T2

S-a obtinut, prin urmare,

: T . A :
Varezulta atunci /,(t) = L Particularizand pentru ¢ = /, se va obtine
2~/ 2t

1, :ISiandxzﬁ.

22
In mod analog rezult si

Jz

I/, :J.cosxzdxz—.

. 242

6.2.11. Sa se calculeze valoarea integralei

I = Te_xz dx .
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o0
. ~ . A A . . — 2
Solutie: Calculam mai intai valoarea integralei J = _fe T dx.
0

o0
. - . — 2
Pentru aceasta consideram functia J('¢ ):_[e " dx,t >0, care este o
0
functie original. Aplicand transformarea Laplace, va rezulta

f[J(t)] — J.J.e_tXZ e_Sthdt — jf[e_txz ]dx _ dx _
00 0

0X2+S

o0

7
o) s

1 X

arctg——
Js s

Atunci se obtine

£LI(1)] = g@ . gf[%] ,

de unde va rezulta J(t)= si, particularizdnd pentru ¢ = [, vom

NI
N

obtine

ge_x dng si _Ojie_xz dx=A~7.

6.3. Probleme propuse, in a caror rezolvare se foloseste
transformata Laplace

6.3.1. Sa se determine transformatele Laplace ale urmatoarelor
functii:

a) 7¢™; b) cos2x + sin2x ; ¢) €'(x - sinx) ; d) (x + &)’

Raspuns: a) / ;' b) S2+2 ; C y ! >
s—=2 s“+4  (s—=1)"+(s-1)
6 6 3 1
d) —

+ =+ 5+ :
st (s=1) (s=2)° s-3
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6.3.2. Determinati £ /f(x)] pentru functiile:
a) e cosawx;
b) e“chax,w >0,a eC.

Raspuns: a) S_za 75 b) S_Za R
(s—a) +w (s—a) —w

6.3.3. Sa se determine £/f(x)] pentru functiile:

a) x cosax, @ > 0;

b) x chax, w > 0.

s —w? s+
210l (5wl )

6.3.4. Sa se determine .£/f(x)] pentru functiile:

2

Raspuns: a)

a) x e” cosax, > 0
b) x e chax, w >0, aeC.
(s—a)z—a)z . (s—a)2+ao2

[(s—a)+a’ ]’ " [(s—a)’ -0’]?

Raspuns: a)

6.3.5. Sa se calculeze transformatele Laplace pentru functiile:

2 : :
a) cos ax; b) cos axcos bx; c¢) sin ax sin bx;

d) cos’x; e) cos’x, pentrux > 0sia b eR.

Raspuns:

) s? +2a’ . i[ s N s 7
s(s>+4a’) " 2" s> +(a+b)? sP+(a-b)
1 S S

c) =/

- /;
2 s?+(a-b) s?+(a+b)’
d) Se foloseste relatia cos® x = é(cos 3x+3cosx);

6

e) Se foloseste relatia cos” x = (cos® x)°.

175
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6.3.6. Sa se calculeze transformata Laplace a functiei f;, unde
k=1,2,3,4:

a)f](x)zicostdt; b)fz(x):_)ftcostdt;
0 0

¢) f3(x)= fcos2 tdt;d) f,(x) = fﬁe—”dt.
0 0

s?—1 s2+2 . d) 2

Raspuns: a) ; ;C ; )
s?+1 s(s? +1)° s?(s? +4) s(s+2)°

6.3.7. Sa se calculeze transformata Laplace a functiei f(x) = In x,
unde x > 0.

Rispuns: Plecand de la egalitatea Inx = (xInx—x) obtinem

Llinx] :—M—S—E,
s s

unde K = F(1) = 0,57721..., pentru F(s) = £]Inx](s).

6.3.8. Pentru fiecare dintre perechile de functii definite pe R

a) fo¥) =, fi(x) = xX’u(x),

b) go(x) = (x-3)°, gi(x) = (x-3)’u(x-3)
se cere sa se reprezinte grafic in acelasi sistem de coordonate, sa se
precizeze care din ele este functie original si sd se determine transformata
Laplace a fiecare1 functii original gasite.

Raspuns: f; si g; sunt functii original si se obtine

SLI001 =5 Sl (x)] =

6.3.9. Sa se expliciteze urmatoarele functii original, sd se reprezinte
grafic si sd se determine transformatele Laplace, u fiind treapta unitate:

a) f1(x) = x"u(x),
b) fo(x) = (x-a)’u(x-a),
¢) fi(x) = x’u(x-a), unde a > 0.

2+ 2as+a’s’
Raspuns: a) %; b) e_asig; ¢) e as as . as
§ s
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6.3.10. Sa se reprezinte grafic functiile original f si g si sa se
calculeze imaginea Laplace daca:

a) f(x) = X’[u(x-1) - u(x-2)];
b) g(x) =x[u(x) —u(x-1)] + (-x+2)[u(x-1) — u(x-2)].
Raspuns:
6 6 6 12 ] 2 8

_ —2s
) (GGt (e e e e
S S3 S S4 S3 S

b) iz(z—e”)?
S

6.3.11. Sa se reprezinte folosind treapta unitate legea de definitie a
urmatoarelor functii original, calculand si imaginile lor Laplace:

0,x<2 0,x<2
a) fz(x)={x_2’x22; b) f2(x):{x,x22
0,x <0
% f3(X):{x+2,x20
Raspuns:
fi(x)=(x=2)u(x-2) fo(x)=xu(x—-2)
D erfix))=e? SL D) f[fz(x)]:e—2S(Si2+§);

f3(x) = (x+2)u(x)
D erpn =Ll
Ky S

6.3.12. Determinati functiile f; ale caror transformate Laplace sunt
functiile F, i = 1,7.

+ 4 7s+1)(s—1)+7 7(s—=3)+16
Fi) = Sy = (5O gy T(s=3) 416
s s° +4s (s—=3)" +4
2
Fis) = 6s—1 . Fyfs) = 58 +13s+ 14

(s+4)° =25 (s+1)(s° +4s+5)
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s+ 8 9s + 3
Fs(s) = — s Fos) = — :
28" +8s+ 26 9s° +6s5+19

Raspuns:

filx) = 2 + I; fr(x) = %cosbc— 3sin2x +§ :

e* 1l

fi(x) = & (Tcos2x + 8sin2x); fi(x) = > :

f3(x) = € (2cosx — 5sinx) + 3e™; fy(x) = e_zx(écosﬁc +sin3x);

fr(x) = e 3 cos~2x.

6.3.13. Sa se determine transformatele Laplace ale functiilor:

a) f](x):]gem cosb(x —t)dt
0

b) fo(x)= Iex_t sin 3tdt, x > 0.
0

3! 3 1
2 4_4; b)

Raspuns: a) 5 :
s +4s s°+9s-1

6.3.14. Sa se calculeze valoarea integralei:

—ax —bx

= Jidx,a >0,b> 0.
0 X
Rispuns: [ = _[f[e_“x]ds - jf[e_bx]ds :lné.

0 0 a
6.3.15. Sa se calculeze integralele:

o0

I, =]
0

Sinx

dx; Igzofdx]gmdy;
0 0

I, = [COSCOSDY 506> 0,6 % a
0

X
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o . 4 o 4
14:J'Sln ax - sm bxdx,a>0,b>0,a¢b;
0 X
I5=J.de,a>0,b>0,a¢b;
0 X
I6zjwdx,a>0,b>0,a¢b;
: X
© sin’ x sin tx
I = dx;18=j dx,t>0;
0o X 0 x?
% cos tx °x? —a’ sintx
Iy= [ dvt>0; Iy = [5—5 dx,t > 0.
Ox + 1 pX +a” X
T T b 3. b
Raspuns: I, =—, I, =—, I,=In— 1, =—In—,
P 1 5 2 4 3 P 175"
(a+b) T Vs V4 Vs
]5 — 16:_’ I7:_, ]8:_’ 19: P
4 (a b) 2 2 3 2e

110 =7Z'(€_at _3),t >0

6.3.16. Sa se determine functia original a carei transformata
Laplace este:

65 +4s+1
) Fi(s)== 5= 5
1
b) F —_—
) Po(s)=
c) F(s):ﬂ'
: (s2+])2,
3s
d) F. =—;
) Pl = s
e) Fs(s)= !

(s>+1)°°
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s? +a’
f) Fs(s)=—3—5—5,a>0;
6 (52—a2)2
Q) Fy(s)= s?—18s+5
L(s)=

(s=1)'(s=2)(s=3)
Raspuns: a) Se descompune F/(s) in fractii simple, obtinand:

1 4 2s-1 1 4 2s 1
F](S):_2+_+ 5 =—2+—+ P -
s s s°+1 s S s°+1 s°+1

si folosind tabelele transformatelor Laplace gasim:

fi1(x)=x+4+2cosx—sinx.

b) Avem
111111 +i( s )
(s?+1)° 2s?+1 2¢(s’+1) 2s7+1 2\s?+1

Atunci f(x) = Esinx — Excosx. S-a tinut cont de faptul ca

( a ):if[cosx]=-f[xcosx].
ds

s?+1
Propunem si o altd metodda de rezolvare, folosind proprietatea
produsului de convolutie

L[] = LI Lle0)],
unde (F*g)(0) = [ f(t)g(x~t)dr.
0

1

Consideram f{x) = g(x) = £/
ST+

] = sinx. Avem

2
( 2] ) = (£ /sin x])z = £[sin x] £[sin x] = £[sin x*sin x].
s+

Atunci
T 17 I .

fr(x) stzntsm(x—t)dt =5j[cos(2t —Xx)—cosx]dt zz(smx—xcosx)
0 0

Analog se obtin si celelalte functii original:
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c) f3(x)=2xcosx+sinx
d) fs(x) zgxsinx

3—x?

e) f5(x)= s

f) fs(x)=xchax
Q) fo(x) = € (-3x° = 17x - 22) + 27¢™ — 5™

. X
SINX ———COSX

6.4. Rezolvarea problemei Cauchy pentru ecuatii diferentiale
liniare

6.4.1. Sa se integreze ecuatia diferentiala
2y"(x)=6y(x)+4y(x)=3e>"

cu conditiile y(0)=1,y"(0)—-1.

Solutie: Avem

LIy (x)] =sL[y(x)] =y(0)=5L[y(x)] =1
CLy"(x)] =5 C[y(x)] =sp(0) = y'(0) = s> £[ y(x)] =5 +]1
aplicand transformarea Laplace asupra ecuatiei obtinem succesiv:
280y (x)] 6Ly (x)] +4L[y(x)] =3£[* ]

3

27 C[y(x)] —s+1}—6{sE[y(x)] —1}+4L[y(x)] = 3

+25s—8

LLy(x)](2s? —6s+4)=
.

257 — 145 +27 51 7 1 31
e[ y(x)] = R

20s—1)(s=2)(s-3) 4 s—1 2s-2 4s-3
de unde, prin transformarea inversa, se obtine

15 .
x)=—e
y(x) y

—Zezx +ie3x.
2 y

6.4.2. Sa se rezolve urmatoarea problema Cauchy:
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V'=2y' 2y = f(x)
y(1)=1
yi(l)=1
unde f'este o functie original.
Solutie: Facem schimbarea de variabila x - / = ¢, decix = ¢ + 1.
Notam y(t + 1) cu y(t) si obtinem:
dy dy dx dy
dt dx dt dx
d’y _d’y dv, dy d’x_d’y

dt’  dx’ dt”  dx dr’  dx®
deci y'(t)=y'(x),y"(t)=y"(x), aplicand notatia de mai sus. Atunci
problema devine
V'-2y'+2y=f(t+1)

y(0)=1

y'(0)=1
Aplicand transformarea Laplace, gdsim ecuatia

(s =2s+2)L[y(t)]=L[ f(t+1)] +s5—1,
ceea ce conduce la
s—1 1

s? —2s+2+s2 - 25+

s—1 1
(s—1)2+1+(s—1)2+1 L7+ D]

LLy(t)] = Zf[f(f+1)]=

deci
1

y(t):etcost+,£"_1[—
(s—1)° +1

LLI(x)]]

Folosind proprietatea produsului de convolutie pentru £ obtinem:
t
yt)=¢é cosl‘+jer sintf(t+1—-1)dr
0

iar dacd revenim la x ajungem la solutia:
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x—1

y(x)=e"lcos(x—1)+ jersinzf(x—r)dr.
0

6.4.3. Sa se determine solutia problemei Cauchy pentru urmatoarea
ecuatie diferentiala liniara cu coeficienti variabili.

VI(x)+xy'(x)=y(x)=0
y(0)=0
y'(0)=1
Solutie: Aplicand transformarea Laplace si notdnd
Y(s)=2 [y(x)]
obtinem succesiv
LLY(x)] + L[ xy'(x)] = L[ y(x)] =0
sY'(s)—=(s’=2)Y(s)+1=0

2
Ji
Y'(s)—"> 8

_2ym)=—
S

ceea ce este o ecuatie diferentiald liniard si neomogena, cu solutia

SZ

I+ Ce?
Y(S):S—Z

Din conditia /imY(s)=0 rezulta ¢ = 0 si deci Y(s)ziz

§—>0 S

, ceea ce

inseamna, aplicand transformarea inversa, ca y(x)=x.

6.5. Rezolvarea problemei Cauchy pentru sisteme de ecuatii
diferentiale liniare

6.5.1. Sa se integreze sistemul de ecuatii diferentiale cu functiile
necunoscute y = y(x) siz = z(x)

y+4y+4z=0
z + 2y+6z=0
cu conditiile initiale
y(0)=3,z(0)=15.

Solutie: Aplicdm transformarea Laplace si, notand
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Y(s)=2 [y(x)], Z(s)= £ [z(x)], obtinem

(s+4)Y(s)+4Z(s)=3
2Y(s)+(s+6)Z(s)=15.

De aici rezulta

3s—42 -8 11
Y(s)= = +
(s+2)(s+8) s+2 s+8
Z(s) 155+ 54 4 N 11

:(s+2)(s+8):s+2 s+8
Aplicand transformarea inversa gasim solutia
y(x)=-8¢ " + 11"
Z(x)=4e** +11e”%*.

6.5.2. Sa se integreze sistemul de ecuatii liniare, neomogene, cu
coeficientii variabili

{3y"3z"= 3cosx —xe "

xy"—z'=sinx

cu conditiile

y(0)=-I
Jy(0)=2
2(0)=4
Z(0)=0,

unde y = y(x) si z = z(x).

Solutie: Notand ¥ = £ [y(x)] si Z = £ [z(x)], prin aplicarea
transformatei Laplace asupra sistemului de ecuatii obtinem succesiv:

f[y"(x)]=s2Y+s—2
,f’[z”(x)]:SZZ—4S

Llxy"(x)] = —%f[Y” J==2sY —s’Y'—1.

Sistemul devine
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3s 1

2 B 2
s +1 (s+1)

—2sY —s’'Y—sZ+3= 21 )
s +1

3s°Y —3s°Z +155s—6 =

Exprimand pe Z din a doua ecuatie si introducand in prima ecuatie

rezulta
Z=£(—2sY—s2Y’+3— 2] )
S s°+1
pdya22l
s s7 s 3s(s+1)

Ecuatia in Y este liniard si neomogena si, aplicind metoda clasica

de integrare deducem

Y(S)Z%[C+2S—S2+ ! ]=%+%—l++.
3(s+1)  s° s s 3s7(s+1)

S
Dupa ce se descompune ultima fractie in fractii simple, Y(s) se

aduce la forma
3c+1i 51 21 1 1

Y(s)= + ,
() 3 53 352 3s 3s5s+1

de unde, prin operatorul invers £, gasim

3c+1 , 5 2 1 _,
X)= X+—x———-—e .
YO =T NS
Derivand acum Y(s), obtinem
3c+1 10 2 1
- +

Y'(s)=- +
s? 3 357 3(s+1)2

si introducand aceasta n expresia lui Z(s), rezulta

Jc+1 11 2 s 1
+

Z(s)= T+ - > ,
3s 3 3(s+1) 3(s+1)° s(s”+1)
sau, dupa descompunerea ultimei fractii in fractii simple,
1 1 s

S(S2+])_S s+1

aceasta devine
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3c+1 8 1 1 S
+ 2

Z(s)= +—+ >+ :
37 3s 3(s+1) 3(s+1)7 sP+1

Deci solutia problemei este
3C + 1/ 2 5 2 1 _,
+

_x____

X )=
y(x)= 357373 R
3c+1 2 s I . 1 _ :
+—e + —Xxe +COSX

Z(X)— +§ §

Conditiille Cauchy sunt satisfacute pentru orice valoare realda a

constantei c.

6.6. Ecuatii cu argument intarziat

6.6.1. Sa se determine solutia ecuatiei
3y(x)—4y(x—1)+y(x—-2)=x
{ y(x)=0,x<0.

Solutie: Interpretam ecuatia astfel:
3v(x)u(x)—4y(x—=1Du(x—1)+y(x—=2)u(x—2)=xu(x)
si aplicam transformarea Laplace, folosind deplasarea in real si notand
Y(s) = £[y(x)]. Obtinem succesiv

(3—4e”° +€_2S)Y(S)=L2
s

(1= (3¢ J¥(s)=

=
1 1 1 1 1 1
Y(s)=—t( )= (= ).
2s° 1—e® 3—e 2s° I—e 31——e_s
3
Deoarece
‘e_s :‘ (“’y)‘:e_x <I,£e_s <1,
3

obtinem
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Y(s)zZ%[(l+e‘s te B re ™)
S

] e—s e—2s —n
-—(1+ + P S
3( 3 32 3" )
_ 1 2 1 —S 1 —2s —ns
Y(S)—2S—2[§+(]—3—2)€ +(]—3—3)€ +...+(]_ n+]) ]

1 12 1 1
Y(s)=——+=>(1- e =
(s) 3s? ZEJ( 3””)

S

si, aplicand transformarea inversa, rezulta

[x]
y(x)——x+]2( - ,M)(x ")

unde /x/ reprezinta partea intreaga a lui x.

6.6.2. Sa se integreze ecuatia diferentiala cu argument intarziat

y(x)+y(x=1)=x"
y(x)=0,x<0.
Solutie: Deoarece y(0) = 0 si punand Y(s) = £ [y(x)] avem
LIy (x)]=sY(s) si L[y(x—1)]=e*Y(s), relatii care se introduc 1n
ecuatie si gdsim

—ns

Y(s)=2%(~1)" S
n=0
w3, _(n+3)! &, g (x=n)"
Dar £/x"" ] = ,deundey(x)—2n§)( 1) YT u(x—n),
deci
n(x_n)n+3

[x]
y(X):ano(_]) TSI
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6.7. Ecuatii cu derivate partiale
6.7.1. Sa se rezolve ecuatia cu derivate partiale de ordinul 1
cvasiliniara

8_y + 5‘_y =cost
ot Ox
W(0,x)=(x+1)’
Solutie: Avand conditie in punctul ¢ = 0 aplicam transformarea
Laplace functiei y(¢, x) in raport cu ¢, considerand pe x drept parametru.
Notam £ [y(t, x)] = Y(s, x) si obtinem succesiv

Y(s,x)= _[y(t,x)e_”dt
0

f[ay] f[ ] £lcost]

f[ay] Iay —Stdt_aY(S X)
Ox
0

f[aa—ty =sY(s,x)—y(0,x).

Ecuatia initiald se scrie atunci

6_Y+ sY=(x+1 ) +
ox s?+1
si devine o ecuatie linard de ordinul 1 in variabila independentd x,

neomogena cu coeficienti constanti, s fiind un parametru.

Solutia generald a acestei ecuatii va fi

Y(s, x) = —(x+1) ——(x+])+i+ !
s s+l

Atunci
vt x) =LY, x)] =(x+1)°-2(x+ Dt +1 +sint.
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6.7.2. Sa se rezolve ecuatia cu derivate partiale de ordinul doi de
tip parabolic
y(0,x) = sinnx

2
a—y—ﬁ—y:O cu conditiile y(t0)=0 undex (0, 1),t>0.

)
Ox y(t,1)=0.

Solutie: Se observd ca ecuatia modeleazd problema propagarii
caldurii Intr-o bara de lungime finitd, / = /, care nu are surse de caldura la
extremitdti. Aplicdm transformarea Laplace functiei y(z, x) in raport cu ¢
(deoarece avem conditie in punctul ¢+ = 0), considerand pe x drept
parametru. Notdm £ [y(t, x)] = Y(s, x), s > 0 si obtinem succesiv

Y(s,x)= _[y(t,x)e_”dt
0

0y oy
o) e B Y
(251212

o’y . F0%y _n ., 0Y(sx)
£ ] = [=eSdr =272
ox? }[8}62 ox?
d%y
ox?

_82Y(s,x)

L[
ox?

/

f[aa—ty =sY(s,x)—y(0,x).

Avem

oY ,

—Z—SY=—s1n7zx,s>0,

ox
adicd o ecuatie diferentiala in variabila independentd x, liniard si
neomogena cu coeficienti constanti si cu s parametru.

. C e o 2 .. .

Ecuatia caracteristicd /* — s = 0 are solutiile reale r, =+/s,r, = —/s, iar
solutia generala a ecuatiei omogene corespunzatoare este

Y, (s,x)= cle’“g + c2e_x‘/§, ¢y, ¢, constante.

Prin identificare se gaseste o solutie particulard a ecuatiei
neomogene
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Yy =
p
s+’

Sin mx

deci solutia generala a ecuatiei neomogene este

1

2

Y(S,x):Yo(s,x)JrYp(s,x):clex“g +c2e_x\/; +
S+

SINn 7IX.

Prin aplicarea operatorului £ asupra conditiilor la extremitati,
y(t, 0) =0, y(t, 1) = 0, rezulta succesiv

LLy(t0)] =Y(5,0)=0
LIy(t1)]=Y(s,1)=0

c;+c,=0 de und 0 si
eunde c; =c, =0 si
cle“/g +cze_*/§ =0 e ;

Y(s,x)= Sin 7x.

S-|-7Z'2

Prin inversa transformarii Laplace obtinem solutia
Y(t,x)= e sinmx.
6.7.3. Sa se rezolve ecuatia cu derivate partiale de ordinul doi de
tip hiperbolic
2 2
a—zy=4a—§,x e [0,1],t>0
ot ox
stiind ca
y(0,x)=0
9y
—(0,x)=0
5 t( )
y(t,0)=0
y(tl)="7t

Solutie: Ecuatia modeleaza problema oscilatiilor libere ale coardei
de lungime /, fixatd la unul din capete, aflatd la momentul initial in repaus
si care nu este supusa la perturbatii exterioare.

Aplicam transformarea Laplace functiei y(¢, x) in raport cu ¢
considerand pe x drept parametru. Notam £ [y(¢, x)] = Y(s, x) si obtinem
succesiv
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Y(s,x)= '[y(t,x)e_”dt
0

62y 82)/
L[—]-L[—]=
ox’ ot’

2
f[_] Ia sty = 0T (50
ox’ ox

f[% =sY(s,x)—y(0,x)=sY(s,x)

,f’[—] f[ ]— t(O,x)zszY(s,x).

Rezultd o ecuatie liniara omogend de ordinul 2 cu coeficienti
constanti

cu solutiile

Din conditiile la limita
Lry(t0)]=Y(s,0)=0

£ly(tl)] =Y(s,l)=siz

se obtine

Prin urmare solutia va fi data de

Y(s,x)=— —
eElS _ e—ElS S S
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6.8. Probleme propuse
6.8.1. Rezolvati urmatoarele probleme Cauchy:

a){ y”+4)’/:0 b) {y’—y=ex
¥(0)=5y(0)=6 1(0)=1

o) y/ +y=2sinx d y(j) =6/x’
»0)=1 Y (0) =kl k=04
Raspuns: a) y(x) = 5cos2x + 3sin2x; b) y(x) = €' (x + 1),

C) y(x) = 2¢™ — cosx + sinx; d) y(x) = §x7 +x? T vl a1,
6.8.2. Sa se rezolve problema Cauchy pentru urmatoarele ecuatii
diferentiale liniare, neomogene, cu coeficienti constanti:
V44 y'+dy =xle
a) y(0)=1
y'(0)=2

y'"'=3y"+3y' -y = x"e*,y = y(x)

b) y(0)=1
y'(0)=0
y'(0)=-2

V'=2y"+4y'-8y = f(x),y=y(x)

C) y(0)=1 f functie original
V(0)=-2
y'(0)=8

( "__ ! — X "+ =

V'=-2y'+5y =e" cos2x y oty oS x
d) v(a)=1,a>0 ;€)1 y(0)=0
Vi(a)=1a>0 Y'(0)=2
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—X

" 12y 4y =
V'—-y =thx yorzy+y ]
)y w0)=1; g y(0)=1
y'(0)=-I y'(0)=0
" 2 _ ]
Y'Y =u(x—-2)—u(x-15) y+ y—m
h) y(0)=1 ; 1) y(0)=1
y'(0)=-1 V'(0)=0
y'(0)=2
Raspuns:

2 5
X X

5
a)y(x):(1+4x+;—0)e_2x; b) y(x):(]—x—7+%)ex;

c)
/ : 2oy, 1T, o .
y(x):E(S’cost—SmZx—e )+§J.(e —cos2x—sin2x)f(x—t)dt;
0

d)y(x) :(cos2x+gsin2x)ex; e)y(x)=2sinx+xsinx+cosxlncosx;

) y(x)=e" —shx+ 2ch(arctge” — %);

g y(x)=e " [(x+1)In(x+1)=x];

h)
y(x)=(1—gsin\/?x—cos\/?x)u(x)+é[x—2—gsin\/?(x—2)]

u(x—2)—§[x—5—gsin\/§(x—5)]u(x—5)

sin x\/z

2

6.8.3. (Ecuatia lui Laguerre) Fie ecuatia diferentiald cu
coeficienti variabili

x"(x)+(1—-x)y'(x)+ny(x)=0,ne N

) y(x)=— [1+ln(]—sinx\/§)]+é[(x\/§+1)cosx\/§—1].
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Pentru n fixat, aceastd ecuatie admite un polinom de gradul » ca
solutie. Fie L,(x) acest polinom.

a) Cunoscand y(0) = y, si y10) = y; si folosind transformata
Laplace impreuna cu o teorema de dezvoltare sa se determine polinomul
L,(x), stiind ca x" are coeficientul (-1)".

b) Sa se scrie Ly(x), L;(x), Ly(x) si Ls(x).
c¢) Sa se demonstreze relatia de recurenta

Ly (x)=(n+ DL, (x)+(n+1)L,(x)=0
Raspuns:

2 3 n
X 3t _ynen
B C, 3 +..+(-1)"C, n!]

s1, conform ipotezei, luam ¢ = n!, obtinand

Ln(x)zc[z—c,j%+c,§

]n./ gn.’ 2 37’1.’ 3
Ln(x)zn/—Cn]—/x+Cn e -C, T +..+(-1)"C,x"

de aici rezultd Ly(x) = 1, Ly(x) = 1 —x, Ly(x) = 2 - 4x + x°, L3(x) = 6 - 18x
+ o’ -x,
6.8.4. Sa se integreze sistemul diferential liniar neomogen

y(0)=2(0)=0

y'(0)=0

V'—z'-2y+2z=sinx
V'+2z'+y =0

cu conditiile {

Raspuns:

(x)—ie2x +£e_x +ixe_x —lcosx—zsinx
4 45 9 5 5

z(x)= —ieh +ie_x +£xe_x.
9 9 3

6.8.5. Sa se rezolve problema Cauchy

\ ¥(0)=2(0)=0
V'+2z=0 L
cu conditiile V'(0)=1
zZ"-2y=0
zZ'(0)=1
Raspuns:

1 . - —x .
y(x):Z(excosx+exsmx—e Ycosx+e "t sinx)
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1 _ _
Z(x):z(exsinx—excosx+e Ysinx+e "t cosx).

6.8.6. Sa se rezolve problema Cauchy

¥(0)=z2(0)=0

y!I+yI+ZH_Z — ex
y'(0)=2'(0)=0

__ cuconditiile
V'+2y—z'-z=e"

Raspuns:

3
z(x):£+gex +ixex +£e 2.
3 5 5 3

6.8.7. Sa se determine solutia problemei Cauchy pentru urmatoarea
ecuatie diferentiala liniara cu coeficienti variabili.

{xy”(x)+2y’(x):x—]
y(0)=0

2
X X

Raspuns: y(x)=———.
p y(x) c 2

6.8.8. Sa se integreze ecuatiile cu argument intarziat

3 {y'(x)+y(x—1)=x2;

yx)=0,x<0
b {y”(x)—2y’(x—1)=x_
»0)=y'(0)=0
){y"(X)+2y’(x—2)+y(x—4):x
C
y(0)=y'(0)=0.
Raspuns:
B [x](_])n(x_n)n+3
a) y(X)—ZEO Y
[x]2n(x_n)n+3

b) y(X)=n§) (n13)0
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X
[5]

. n+3
&) w(x)= S (~1) n+ 1)
n=0

(n+3)!

6.8.9. Sa se rezolve ecuatia cu derivate partiale de ordinul 1
cvasiliniara

28—y+a—yzsin3l

ot Ox
y(0,x)=(x+1)*

Raspuns: y(t, x) = (x + 1)’ — (x + Dt + gtz - écos.?t +é

6.8.10. Folosind transformarea Laplace sd se rezolve ecuatia cu
derivate partiale de ordinul doi de forma

y(0,x)=3sin2mx

2
a—f—a—yz 0 cu conditiile y(t,0)=0 undex € (0, 1), t > 0.
ox* Ot
y(t,1)=0.
2
Rispuns: y(¢,x)=3e *" ¥ sin2nx.

6.8.11. Folosind transformarea Laplace sa se integreze ecuatia cu
derivate partiale de ordinul 2 cu functia necunoscuta y(t, x), xeR, ¢ >0, de
forma

Oy
—(t,0)=0
8x( )
2 2 3.
Oy _L9y_ 0 cu conditiile Y (t,;) =0
ox® 16 ot® _
y(0,x)=0
%(0,x)=200s7zx+3cos37zx
Raspuns:

y(t,x)= isin 47t cos 4 mx + isin 127t cos 3mx .
2r 4
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6.8.12. Sa se integreze ecuatia

lim y(t,x)=0
X—>00
3’y _ %y |0 =10sindt
o2 g Dz Ostindeiy g )=
Oy
——(0,x)=0
8t( )
Raspuns:

(%) 10sin2(t—x)0<x<t
X )= :
4 0, x>t

6.8.13. Sa se rezolve urmatoarele sisteme de ecuatii diferentiale,
utilizand transformarea Laplace:

Y'=6y+z Y'=3y—4z
'=4y+3 "=2y-3

2) z'=4y z; b) z y, z :
»0)=2 ¥0)=1y'"(0)=2
z(0)=7 z(0)=3,2(0)=4

Y43y +z+2z=e"2"

)y 2Yy'H2y+z+z=1 ;
y(0)=z(0)=0

d){ y'+z'=Z4+u'=u'+)’ ;

y(0)=z(0)=u(0)=1
Vy=2y-3z
Z'=y—-2z

¥0)=38
z(0)=3

Raspuns:

2) y(x)=3¢"" -’
z(x)=3¢"" + 4>

b

b) {y(x)——4ex +5cosx+6sinx

z(x)=—-2e" +5cosx +6sinx
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42 :
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ay X4 (2x
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(x) =
=z(x) =u

(x) =

d)y

4x
x 3ex
=S¢ +264
y(x):5e_
°) z(x)
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Capitolul 7. METODE OPERATIONALE DISCRETE.
ECUATII CU DIFERENTE FINITE

7.1. Consideratii teoretice

Se numeste diferenta de ordinul 1 sau diferenta finita a functiei
f: R— R in punctul n € R expresia

Af(n)=f(n+1)=f(n)

Se numeste diferenta de ordinul p > 2 a functiei f in punctul »
expresia

AP f(n)=AAf(n)) = f(—z)kcgf(n +p—k)n=0,peN*
k=0

O functie f: Z— C se numeste functie original daca indeplineste
conditiile:

i. f(n)=0pentrun <0

ii.  existd numerele reale pozitive M = M(f) si R = R(f) astfel
incat /f{n)/ < MR", oricare ar fi n>0.

Se numeste transformata z a functiei original f functia F- C— C cu
valorile

F(z)=)Y f(n)z",ze Dc C,
n=0
unde D, f este un domeniu de convergenta care depinde de f.

Operatia de determinare a functiei F se noteaza prin operatorul §
I[f(n)](z)=2 f(n)z",neZ
n=0

In cele ce urmeaza vom folosi notatiile F(z) si 5 [f{n)].
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Daca se renuntd la prima conditie din definitia functiei original
atunci suma din expresia transformatei z se extinde de la -cola co. In acest
caz transformarea z se mai numeste transformarea Laplace discreta.

Proprietati ale transformarii z directe si ale transformarii z
inverse

P,. Liniaritatea

J[af(n)+ pPe(n)] =al] f(n)]+ pI[ g(n)] oricare ar fi

scalariia, f €C.
Domeniul de convergentd D f ND.g < D.(af + fg).

P,. Proprietatea de asemanare (schimbare a scalei)
Sla"f(n)] =3[ f(n)] =F(az),n €Z, acC*
z—>az

Domeniul de convergenta D.a™'f = {z| aze D f}.

P;. Proprietdti de intarziere sau translatarea la dreapta respectiv la
stanga cu p pasi a functiei original

S[f(n—p)] =z [F(z)+ S f(—k)2* ] .n eZ,p eN*

k=1

-1
S[f(n+p)]=z"[F(z)='S f(k)z™ ], n €Z,p eN*

k=0

Domeniul de convergenta D.f.

P,. Proprietatea de derivare a imaginii (modularea cu o rampa sau
cu o rampa modulata exponential)

f[nf(n)]z—z%F(z),n el

SIna" f(n)] =—z L F(Z). n ez acC*
dz «

Domeniul de convergentd D, tf = D f, iar z = () apare ca un punct
singular izolat.

Ps. Proprietatea transformarii diferentei finite si a diferentei de
ordinul p >2

I[ A (n)] =(z=1)F(z)~2f(0),n €Z
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p—1
I[Afn)] =E—1PF@) -z Y, (z=1)" A f(0),n eZ
k=0

Domeniul de convergentd D f c D Af ... < DcAkf.
P¢. Proprietatea de inversare a timpului (rangului)

S[f-n)] =FE"),n ez
Domeniul de convergentd D f{-n) = {zC| z' €D f}.
P;. Proprietatea sumei

1

-1
—Z

SIS f)] =t Fe
k=0

Domeniul de convergenta D .f < D 2f.
Pg. Derivarea in raport cu un parametru
of (n, OoF(z,
g7 f(n.p) = (z.p)
op op

Domeniul de convergenta D f.

,n€Zsi I[f(n, p)] =F(z p)

Py. Formula sumei unei serii
lim Zf(k)= limF(z)
n—»0 k=1 z—>1
Pyy. Formula valorii initiale
0)= lim F(z) sauf(0)= lim(1-z"")F(z)
Z—>© Z—>®
P;. Formula valorii finale

lim f(n)= lim](]—z_l )F(z)

n—>0
Py,. Transformarea unei functii periodice f cu perioada 7 € N*

] T-1 T
Sf ()] =—— 3 f(n)z"™"
— 4 n=0

z

Py3. Transformarea produsului de convolutie al functiilor original
(F*g)(n)= 3 f(k)g(n—F)
k=0
SI(f*g)n)]=I[f(n)]-I[g(n)].
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Py4. Convolutia complexa

a+ioo

S [fingm)] = 2i [ F(/UG(%)éd/%

a—iow

Ps. Transformarea z inversa
fin) = 5 [Fz)] = %ifF(Z)Zn_]dZ =Y Rez, {F(Z)Z"_],ak}
a k=1

unde a; reprezintd polii sau punctele singulare esentiale ale functiei
F(z)Z"".
0 Formuld alternativd pentru calculul reziduurilor imaginii de
argument inversat

] I .
Rezr{F(2)2"', ay} = Rezp- {F(~)z", ai/
z
0 Formula seriei tayloriene a imaginii de argument inversat

F(n)zid (F(ijj ,neN
n! dz" zZ))._p

0 Formula de calcul recurent bazat pe valoarea initiala

n—1
ftn) = lim zn{F(z )= f(k )Z—k}
k=0

Z—>©0

f0) = lim F(z)

Z—>®

7.2. Probleme rezolvate

7.2.1. S@ se determine transformata z a functier impuls o si a
functiei unitate u, definite prin:

S(n) On+0 (n) 0,n<0
n)= 1U(n)=
In=0" In>0

Solutie: Aplicand operatorul . obtinem

I[o(n)] = ié‘(n)z_" =1
n=0
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Slu(n)] = iu(n)z_” = ii,,:#: z
n=0

n=02Z ]_l Z_].
z

7.2.2. Sa se determine transformata z a functiei

fm)=u(n->3).

Solutie: Aplicand teorema de intarziere, se obtine

_ -5 _ sz 1
I[f(n)]=z"I[u(n)] =z Py R Ry

pentru ‘z‘ > 1.

203

7.2.3. S& se determine transformatele z ale functiilor sinwn si

cos wn , pentru @ > 0.

Solutie: Avem ‘sina)n‘S]” , deci R(sinam) =1,

pentru cos wn.

z‘>]. La fel si

Pentru calculul transformatelor z cerute folosim urmatoarele

rezultate:
ela)n +e_la)n
cos wn =
z
g[e™ ] = ﬂ‘z‘>eRe/l,l eC.
z—e
Avem succesiv:
. 1 : _; 1 z z
S[sinon] =—9[e' " —e' " ] =—( — — — )=
2j 2i z—o® _i®
e’ —e'? 1 ZSinw
=z : 2 =7 .
21 z?=2zcosw+1 z° —2zcosw+ 1
1 ~ _; 1 z z
S[cosaomn] =—F[e " +e " ] =—( — + — ) =
2 2 Z_ela) Z_e_la)

_iZZZ—Z(ei”+e_iw)_ z(z—cosw)

2 z° - 2zcosw+1 22 —2zcosw + 1
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7.2.4. Sa se determine originalul functiei f al transformatei z de
forma

F(z)=——,z#%l.
z° =1
Solutie: Descompunem fractia — in fractii simple si obtinem
z° =1
1,1 1 1 1 1
F(z)=— +—)=—[1+ —(1- =
() Z(Z—] ]) 2[ z—1 ( Z+])]
1 n ] n
=§{f[1] —-I[(=1) ]}=§f[1—(—1) /,
deci ()] = f) =S [1=(-1)"].
7.2.5. Sa se rezolve ecuatia cu diferente
0)=1
Ay(n)—4y(n)=0 cu conditiile {y (0)
y(i)=3

Solutie: Folosind definitia diferentei Ay(n) obtinem
Ay(n)=y(n+1)=y(n)

Ay(n)=y(n+2)=2y(n+1)+y(n)
si atunci ecuatia devine
yn+2)-2y(n+1)-3y(n)=0.

Aplicind transformata z asupra ecuatiei, folosind proprietatea de
intarziere, cu notatiile 9 /y(n)] = Y(z) si luand p = 1, gasim succesiv

(1)
z

22Y(Z)—22—3Z—2ZY(Z)+2Z—3Y(Z):0

22 [Y(z)=y(0)— =] = 2z[Y(z)- y(0)] -3Y(z)=0

22 +z _ z
z2-2z-3 z-3
si aplicand transformarea inversa gasim

y(n)=3",n>0.

Y(z)=
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7.2.6. Sa se rezolve urmatoarea ecuatie cu diferente

{ Ayn)+ 28 y(n)=0
y(0)=1y(1)==2,y(2)=~

Solutie: Exprimam diferentele de ordinul doi si trei care apar in
ecuatie, dupa cum urmeaza

Ay(n) = y(n+2) = 2y(n + 1) + y(n)
Asy(n) =ym+3)-3ym+2)+3ym+1)—ymn)
si, prin inlocuire, ecuatia datd devine
yin+3)—ym+2)-yn+1)+ymn =0.

Conform proprietatii a doua de Intarziere, aplicind transformata z asupra
ecuatiei si notand 9 [y(n)] = Y(z) se obtine succesiv

) y(l)

ZY(2)=9(0)= =2 =50 =2 [Y(2) = 9(0) == =] -

—z[Y(z)=y(0)] +Y(z)=0,
@ -7 —z+ 1Y) =2 - 37,
77— 327 z z

Y(z)=
23—22—Z+] z+1 (z—1)°

Aplicand transformarea inversa rezulta solutia ecuatiei initiale

y(n)=(-1)" —nn>0.

7.3. Probleme propuse

7.3.1. Sa se determine, pentru urmatoarele functii original, R(f) si
transfomata z.

a) f(n)=e,2eCn=0;b) f(n)=(-1)",n20

Raspuns:
a) S[e™ ] =
b) S(—1)"]=Y(-1)"z" =—"_|z|> 1.
n=0 z+1
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7.3.2. Sa se determine transformata z a functiilor urmatoare:

vrm=1 " ) "
a n)= , =
Ln=2k+1 " =1
Raspuns:
a) ZZ i <lI; b) In =iy
z° -1 |z zZ—

7.3.3. Sa se determine transformata z a functiei original de forma:
fi(n)=n; fr(n)=n’; f3(n)=n’;
fa(n)=n*; fs(n)=(=1)"n

Raspuns: f[fl(n)]:(_%; j[f2(n)]22(z+1).

z—1) (z—1)°"
Z(ZZ+4Z+]) Z(Z3+]]ZZ+]]Z+])
g = " = X
[ f5(n)] 1) [ fa(n)] 1y
X S
[[5(n)] (Z+])2

7.3.4. Sa se determine transformatele z ale functiilor:

a) sinzn; b) coszn;

¢) sin>n; d) cos’n.
Raspuns:
1, z z(zcos 2
o Lz sfzcos)
2 z—1 z°-2zcos2+1

1,  z z(z—cos 2
by Ly )
2 z=1 z°-2zcos2+1
Pentru c) si d) folosim formulele:

sin’ n :Z(S’Sinn—sinj’n) si cos® n zg(Scosn+cos3n).
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7.3.5. Sa se determine transformatele z ale functiilor:
a) sham; b) chon.
zshw z(z—chw)

Raspuns: a) 5 ; b) > :
z° —2zchw+1 z° —2zchw+1

7.3.6. Sa se determine transformatele z ale functiilor:
a) na"!; b) ne

¢) nle™; d) I—e ™

-2
Raspuns: a) 3 ; b) z¢ IRV
(z-a) (z—e ")
-2 -2 )
C)e (z+e )Z°d z(l—-e ")

(z=e*) (2= D(z-eF)
7.3.7. Sa se determine transformata z inversa a functiilor imagine:

a

a) Fy(z)=e*;
2z
b) Fy(z)=—2—;
z° -1
2
z°+ 2z
z7 -1

n

Réaspuns: a) fl(n):a—/,a eR;
n!

by fi(n)=2u(n)=2 "MK

n)=2u(n)= ;

? In=2k+1
O.n=3kk>0

c) f3;(n)=< Ln=3k+1 .
2,n=3k+2
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7.3.8. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii cu diferente:
(34y(n)—-2y(n)=0

a) 3 1 ;
y(0)= 3
(A y(n)-34v(n)—4y(n)=0
b) ¥(0)=1 ;
y(l)=5

0 {A3y(n)+4A2y(n)+4Ay(n)—0
W0)=1y(1)=0,5(2)=3

Raspuns:

) Y(z)=S[y(n)] == :y(n)=§(§)",nzo;

b) Y(2)= 5[ y(n)] === y(n)=5"n20;

¢) Y(z)=9[y(n)] = Z:Zi _+Z2_Zz_zi1_(2+21)2 -

= y(n)=u(n)+(-1)"nn=>0.

7.3.9. (Sirul lui Fibonacci) Sa se determine solutia explicitd a
ecuatiei cu diferente:

n+2)=y(n+1)+y(n)
¥(0)=0
y(l)=1,n>0

Raspuns: 9/ y(n)] =Y(z)= 2;, de unde rezulta

z —z—

1+\/_ 11— \/_

y(n)= \/—
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7.3.10. Sa se determine originalul f;, i = 1, 2 al transformatelor z
date de relatiile

z z+1
F =———: bF =/ ;
DF(2)= = s DRz
3 2 ) 2 -2 2
z>+10z° +z ze " —=2z%e¢e " +z
&) Fy(z)= =0 TE 4y Fyz)=- ez
(z"—1) (z—-1)(z—e ")
sin3
Q) Fs(z)=—

23 -22%cos3+z
Rispuns: a) fi(n) =4""n;

by fom =

n
c) fi(n) =n[2(-1)" + 3]
d) fan) =e¥(n+ 1)1
e) fs(n) =sin(3n—06).
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Anexa 1
Transformatele Laplace ale unor functii uzuale
Nr. f(x) ()]
1. u(x-a),a=0 p—as
S
2. X 1
§2
3. x",neN n!
Sn+1
4, X*,a>-1 INa+1)
S0:+1
5. 1 T
Jx s
6. Jx 1l |»
2s \'s
7. e® aeC 1
s—a
8. a*,a>0,a=1 1
s—Ina
9. sinX 1
s2+1
10. COS X S

s? 41
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Transformatele Laplace ale unor functii uzuale

211

11. sh x 1
s? -1
12. ch x S
s? -1
13. Sin2X 2
s(s? +4)
14, cos? x s 42
s(s? +4)
15. sinwX,w >0 W
s? +@?
16. coswX,w >0 S
s? + @?
17. shawx,o >0 0]
s? —@?
18. choX,w >0 S
s? — @2
19. sin x
- — —arctgs
X
20. ﬂ ll s+1
X 2 s-1
ax —
21. l1-e InS a
X S
22 eﬁx _eO(X InS—Ot
X s—p
23. In x _In_s 5
S s
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24, X SN @X 208
(s? +0?)?
25. X COS X 52 _ 2
(S2 +w? )2
26. xshax 25
(52 —w?)?
27. xchax 5% + w?
(52 —w?)?
28. e sinax,aeC,0 >0 @
(s—a)® +w?
29. e® coswx,acC,w >0 s—a
(s—a)® +w?
30. e®shax @
(s—a)? -’
31. eaXChCOX S—a
(s—a)’ -—w°
32. xe® sinax,a e C,w >0 20(s-a)
[(s-a)’ +w®]?
33. xe™ cos ax (s—a)? -’
[(s—a)* +w?]?
34. xe ™ shax 20(s-a)
[(s-a)’ -0°]?
35. xe®chex (s—a)? +w?

[(S_a)Z _a)z 2
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Anexa 2
Transformatele z ale unor functii uzuale
Nr. f(n) 3[f(n)]
L. o(n) 1
: u(n)=1
2 (n) T g1
Z_
3. a"
———[7[>[
Z—-a
An
4. € — /7> Re
z—e
f(n)=1,n=2k+1
5. (n) 2z 17 >1
z° -1
6 E,n21 In—— |z|>1
n Z—
7. n Z : \z\ o1
(z-1)
n
8. (-1)'n R 2,\z\>1
(z+1)
9. sinon Zsinw
22 —2z7c0sw +1
10. Coswn zZ(z-cosw)
22 —2zcosw+1
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11. sin? wn 1.z  z(z-—cos2)
2 z2-1 72_2z7cosmw+1
12. COSZa)n i[ Z + z(z—-cos2)
2 z+1 72 _27cosmw+1
13. shwn zshw
72> —2zchw+1
14. chon 2(z-chw)
72> —2zchw+1
15. na™* z
(z-a)?
16. ne " 7e ™%
(z-e)
17. 1-e " z(1-e™*)
(z-1)(z-e™*)
18. a
<, (14 2y |2 > 1
7
19. -1)"
(1) 2 st
z+1
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